Mathématique Elémentaire
Testn°5 (14 octobre 2019)

Question 1.  Soient les matrices suivantes

-3 4 —7
a=("1 25 , B=1| 2], C=(-1 -2 -3), D=0 -2
-2 4 0 | L3

Calculez, si possible :

3
/125 (34445 (12
(@ AB_(—z 4 o) : _(6+8+0>_(14>'

2x3 3x1
-3 3 6 9
() BC=|( 2 |(-1 -2 -3)=[-2 —4 —6
1 -1 -2 -3
3x1 1x3
-1 -2 4 -7 -1 =2 -8 14 -9 12
(c)A'-2D=1|2 4 |-2[10 —2|=12 4 |+|0 4|=(2 38
5 0 1 -3 5 0 -2 6 3 6
-3
(d CB=(-1 =2 =3)| 2 | =(3 —4 -3)=(-4).
1
1x3 3x1

Question 2.  Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez vos ré-
ponses.

(a) Vrai:| ] Faux: VreR x*—2#0.
(b) Vrai:[] Faux: VacZ (a>0)=(3bcZ a=0>h?).
(c) Vrai :[vV] Faux:[ ] VxieRVx eR (xy<x)=(FyeR x; <yAy<x).

(a) Pour prouver que la formule Vx € R x> —2 # 0 est fausse, on prouve que sa négation est vraie.
La négation de la formule Vx € R x> —2 # O est la formule Ix€ R x> —2 =0.

Pour prouver que la formule 3x € R x> — 2 = 0 est vraie, on choisit x = v/2, on a bien que
V2ERetV2 —2=2-2=0.

On a donc bien que la formule ¥x € R x*> — 2 # 0 est fausse.
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(b) Pour prouver que la formule Va € Z (a >0) = (3b € Z a = b?) est fausse, on va prouver
que sa négation est vraie. La négation de la formule Va € Z (@ >0)= (3b€Z a=b?)est
laformule 3a €Z (a>0)A(VbEZ a#Db?).

Pour prouver que la formule laformule 3a € Z (a > 0)A(VbEZ a# b?) est vraie, on choisit
a=2.0n abien que 2 € Z et 2 > 0. Il reste a prouver que Vb € Z 2 # b?. On sait que les
seules solutions possibles a I’équation b* =2 sont /2 et —\/i, aucune de ces deux solutions
n’appartient 4 Z, donc aucun élément de Z n’est solution de I’équation b*> = 2, ¢’est-a-dire que
pour tout b € Z, on a que b # 2.

Ce qui prouve que la formule Va € Z (a > 0)= (3b€Z a = b?) est fausse.

(c) Soient x; € R et x, € R. On suppose que x; < xp, sous cette hypotheése, on doit montrer qu’il
existe y € Rtel que x; < yety < xp.
On choisit y = % Vu que x1, x2 € R, on a bien que y € R. Il reste a prouver que x; <y et
y < x2. On va montrer que x| < y, I’autre inégalité se fait avec un argument similaire.

On sait que x| < xp, donc 2x; = x; +x; < x| +x2. En divisant par deux les deux membres de
I’inégalité, on a donc que x; < y. Ce que 1’on souhaitait démontrer.

Question 3. Soit a > 0 et b € R. Donnez une propriété équivalente a \/a > b qui ne fait plus
intervenir de racine carrée. Justifiez votre réponse.

a > b? sib >0,

toujours vrai  sib <O0.

\/5>b<i>{

Justifions chacune des deux implications.

(=) Supposons que y/a > b. Si b < 0, cette inégalité est clairement vraie (vu que v/a > 0 > b) et donc
le second cas de la these est correct. Si b > 0, les deux membres de 1’inégalité sont positifs (une racine
carrée est toujours > 0 par définition) et on peut élever au carré sans changer le sens de 1’inégalité
car la fonction x > x? est croissante sur [0, +-oo[. On obtient I’inégalité (1/a)? > b?. Or, par définition,
(v/a)? = a, ce qui conclut cette implication.

(<) Si b <0, on a bien la thése \/a > b car /a >0 > b. Si b > 0, on suppose que a > b>. Vu que
les deux membres de I’inégalité sont > 0, on peut en prendre la racine carrée. Comme celle-ci est
croissante, on a y/a > Vb2. Comme b >0, on a VbH2 = |b| = b. Ceci conclut I’argument.
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Question 4.
(a) Soit x € R. Définissez la valeur absolue de x :

X six >0,
x| = :
—x  six<0.

(b) Calculez |\/3 —+/T| en justifiant votre réponse grdce a la définition donnée au point précédent.
La définition dit que

[V3-va sivV3—yT>0
|\/§—ﬁ|—{_(ﬁ_\/ﬁ) siv3—yT<0

Or v/3 < /7 vu que 3 < 7 et que la racine carrée est une fonction strictement croissante. Dés
lors, c’est le deuxieéme cas qui s’applique (vu que v/3 — /7 < 0)etona

V3V = (V3 vVE) = Vi V3.

Question 5. Soit le systeme
x+2y=4
Sx—3y=1

(a) Résolvez ce systeme dans le plan R?. Interprétez géométriquement les résultats obtenus.

(b) Résolvez ce systéme dans I’espace R>. Interprétez géométriquement les résultats obtenus.

Voir correction du Test 4, 6 octobre 2014, Question 2.

Question 6.  Résolvez I’inéquation
1
<—.
Vx+4-2

Veillez a justifier les différentes étapes de vos calculs.

=W

Voir la correction de la question 4 du test 4 du 10 octobre 2005.

Question 7.
m Donnez une équation cartésienne du plan o passant par (\/i, m,e) et paralléle au plan OXZ.

» Donnez une équation cartésienne du plan B passant par (—1,5,2) et perpendiculaire a la droite

D= (x,y,z)=(A—1,3—-21,5+61), A €R.

Voir correction du Test 2, 4 octobre 2004, Question 7.
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