Mathématique Elémentaire
Testn°4 (9 octobre 2006)

Question 1. A partir des régles de base sur les inégalités, pour rappel :

O0=x+y=>0 (D

pour tout x,y € R, x >
>0=xy=>0 2)

>20ety
pour tout x,y € R, x>0ety

et de la définition « x < y si et seulement si y —x > 0 », montrez que, pour tout x,y € R :

(a) pourtout7>0, x<y=xz<yz

(b) 0 <x<y=x* <y~

(@) Soitz > 0etx < y. On doit prouver que xz < yz ou encore, d’apres la définition, yz —xz > 0.
Comme par hypothese, onaz > 0 et y—x > 0, la régle (2) implique que (y —x)z > 0 c’est-
a-dire yz — xz > 0 comme recherché.

(b) Soit 0 < x < y. Par transitivité, on a y > 0. La regle (1) implique alors que x+y > 0. L’hy-
pothése x < y veut dire, par définition, y —x > 0. Par conséquent, la regle (2) implique
que le produit des deux termes positifs y +x et y —x est > 0, c’est-a-dire que y*> — x> =
(y+x)(y —x) > 0. Donc, par définition, x> < y?.

RESOLUTION ALTERNATIVE : Comme x < y et que x > 0, le point (a) implique que x> =

x-x < yx. De méme, de x < y et y > 0, on déduit par le point (a) que xy < y-y <y>. Ona
donc x* < xy < y? et la transitivité implique alors que x> < y?.

Question 2.  Soit le systeme

—xcosO+ysin® =~}

; 1
{xsm@ +ycos6 =57
ou les inconnues sont x,y et 0 est un parametre réel. Déterminez pour quelle(s) valeur(s) de 0 le
systeme possede une unique solution. Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.

Le systeme posseéde une unique solution si et seulement si son déterminant est non nul. Or on a :

sin@ cosf
—cosO sin6
unique solution quel que soit 6 € R.

= sin® @ +cos? 8 = 1 quel que soit @ € R. En conclusion, le systéme donné a une
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Question 3. Calculez

i=—1 i=0 2 2
P P ':n(n—i—l)_ :n(n+1—2j)

,;( J) l; ;J 5 5

¢ ¢ /

. tZ3(£+t2—2t) :tzéwrtzétz—ztzét

4+ 120+ 1) 00+ 1)

—0(0—2) : 41 2(——2—1)
:e@-z)ﬁ““ﬁzéﬂ)—£(£+1)+1
:e(£+1)6(2£+1)_3£+1

Question 4.  Pour chacune des relations ci-dessous, dites s’il s’agit ou non d’une fonction. Jus-
tifiez votre réponse par une argumentation concise mais précise.

s [:R—R:x—ytelquey>0ety =x
f est une fonction. En effet, étant donné x € R, le seul y qui vérifie y> = x est y = v/x. Comme

la condition y > 0 ne va pas ajouter de nouvelles solutions y mais seulement rejeter les y < 0,
on a bien qu’a chaque x, correspond au plus un y.

n f:R—=R:x—ytel quetgy =x
f n’est pas une fonction. En effet, si x = 0 (par exemple), alors I’équation tgy = x a pour solu-

tionsy=0,y=m,y= —m,... Comme il y a plusieurs solutions distinctes, on n’a pas unicité
du y pour x = 0.

n f:R—-R:x—ytel que xy=0

f n’est pas une fonction. En effet, pour x = 0, tous les y € R sont solution de 0-y = 0. Par
conséquent, a x = 0, il y a plus d’un y qui est en relation avec lui.

n fiR—=R:x—ytelquey>0et /y=x
Jf est une fonction. En effet, étant donné x € R, la seule solution de /y =xesty = x2 (si deux

quantités sont égales, leur carré le sont aussi).

n f:C—C:zrwtel quew’ =z

f n’est pas une fonction. En effet, si on considere (par exemple) z = 1, I’équation w? = 1 possede
3 solutions distinctes : w =1, w =cis %” etw =cis 47”. Par conséquent, on n’a pas unicité du w
qui correspond a z = 1.
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Question 5.  Soient les deux ensembles suivants :

2x+3y=0 }

A= {(a,ﬁ) e R?: (o, B) est une solution du systeme
Sx—=Ty=0

B= {(M,V) c R?: (u,v) est orthogonal a (1, %)}

(a) Montrez que A est contenu dans B.

(b) A-t-on A = B ? Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.

(a) Montrer que A C B revient a montrer que tout élément de A est un élément de B.

Soit (o, B) € A, c’est-a-dire (o, 3) est solution du systeme donné, ce qui se traduit par :
2a+3B =0et5a—7B =0. Montrons que (o, 3) € B c’est-a-dire que (a, ) est orthogonal
a (1,3), ce qui se traduit par ((o, B) | (1,3)) =0, c’est-a-dire @+ 38 = 0, ou encore 20+
3B = 0. Cette relation est satisfaite car on retrouve une des deux relations qui expriment que

(a,B) € A. Donc, on a bien A C B.

(b) OnavuqueA = Bsietseulementsi A C Bet BC A. Il s’agit donc de regarder ici la seconde
inclusion. Nous allons montrer que B ¢ A, c¢’est-a-dire qu’il existe un élément de B qui
n’appartient pas 4 A. Cela revient donc a donner (u,v) € R? tel que (u,v) € Bet (u,v) ¢ A.

Prenons (u,v) = (3,-2).

Ona (u,v) € Bear ((3,-2) | (1, 3)) =3—3=0. Mais (u,v) ¢ A car (u,v) ne vérifie pas la
seconde équation du systeme. En effet, 5-3 —7-(—2) = 15+ 14 =29 # 0.

En conclusion, on n’a pas A = B.

Question 6. Calculez (4 +i§)n, n € 7.. Exprimez le résultat en utilisant la notion de modulo.

On a @ +i§ = cis . Donc (cis%)8 = cis2m = 1. Par conséquent, sin=¢q-8+rou g € Z, et
re {0,1,...,7} (division de n par 8), on a (cis%)qsﬂ = cis((¢8+r)%) (par la formule de De
Moivre appliquée pour n € Z, comme vu au cours). Donc

(015 Z) = cis (q-8 : Z) cis <r2> = cis(¢2m) - cis (’2) =1-cis (rz> = ms((n mod 8)Z>

puisque 7 est, par définition, égal a n mod 8.
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Question 7.

(a) Donnez un systeme d’équations cartésiennes de la ou les droites Dy passant par (0,1,2) et
paralléle au plan o0 = 7 = x. Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.

Comme o = x —z = 0, un vecteur normal de o est (1,0,—1). Puisque D; est une droite
parallele a o, (1,0,—1) est aussi un vecteur normal de D;. Un vecteur directeur de D; est
alors un vecteur (x1,y,z1) tel que ((x1,y1,21) | (1,0,—1)) = 0, c’est-a-dire que ce vecteur
vérifie la relation x; — z; = 0 ou encore x; = z;. Il existe donc une infinité de vecteurs direc-
teurs possibles pour Dy ; ces vecteurs sont de la forme (x;,y;,x1) avec x1,y; € Ret xj et y;
non-nuls simultanément.

Par conséquent, il existe une infinité de droites passant par (0, 1,2) et paralleles au plan a.
Une équation paramétrique de ces droites est

(-xuyuz):(07172)+2’(x17y17x1)7 AeR
ou (x1,y1) € R\ {(0,0)} sont les parametres décrivant la famille.

m Six; # 0ety; #0, alors un systeme d’équations cartésiennes de ces droites est

x y—1 z=2

X1 J1 X1

m Six; =0 (et donc y; # 0), alors un systeme d’équations cartésiennes est

x=0
z=72

= Si y; =0 (et donc x; # 0), alors un systeme d’équations cartésiennes est

y=1
z=24+x
(b) Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre réel A les plans « = A>+3y—8z=3 et B =2x —
Ay — Az =2 sont-ils perpendiculaires. Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.

Les deux plans o et 8 sont orthogonaux si et seulement si un vecteur normal de o est
orthogonal a un vecteur normal de . Or un vecteur normal de a (resp. de 3) se lit sur
son équation, il s’agit des coefficients de x, y et z : (0,3,—8) (resp. (2,A,—A). Donc o L
si et seulement si ((0,3,—8) | (2,A,—1)) =0,ie.,31+81 =01ie, A =0.

Question 8.  Soient (a,b) € R?\ {(0,0)} et
aX+bY =0 3)
I’équation d’une droite passant par (0,0).

(a) Prouvez que si (x1,y1) et (x2,y2) sont solutions de (3), alors (x1,y1) + (x2,y2) en est aussi
solution.

Par hypothese, on a ax; + by; = 0 et ax; + by, = 0. En sommant membre a membre, on
obtient a(x; +x2) 4+ b(y; +y2) = 0 ou encore que (x| +x2,y; +y2) est solution de aX + bY =
0. Puisque (x1,y1) + (x2,y2) = (X1 +x2,y1 +y2), on a le point (a).
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(b) Soit ¢ € R. Prouvez que si (x1,y1) est solution de (3) et si (u,v) est solution de I’équation
aX +bY =c 4)

alors (x1,y1) + (u,v) est aussi solution de (4).
Par hypothese ax; + by; = 0 et au + bv = c. En sommant membre a membre, on obtient

a(x; +u) +b(y; +u) = ¢, ce qui, en raisonnant comme en (a) prouve (b).

(c) Soit (u,v) une solution fixée de aX + bY = c. Prouvez que toute solution de aX +bY = ¢
est de la forme

(x,¥)+ (u,v) ot (x,y) est solution de (3).
Interprétez géométriquement ce résultat.

Soit (x’,y’) une solution de aX 4+ bY = ¢, ¢’est-a-dire ax’ + by’ = c. Par hypothése, au+bv =c.
En soustrayant membre 2 membre et en raisonnant comme en (a) et (b), on obtient que
(x' —u,y’ —v) est solution de aX +bY = 0. Posons x =x' —u et y =y’ —v et on a prouvé que
(x',y) est bien somme d’une solution (x,y) de (3) et de (u,v).

Géométriquement, on a

aX +bY =0

(x,y)
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