
Mathématique Élémentaire
Test n◦ 6 (20 octobre 2003) Correction

Question 1. Calculez

t2+1

∑
i=−2

(i +3) =
t2+4

∑
j=1

j (changement de variable)

=
(t2 +4)(t2 +5)

2
n

∑̀
=1

n

∑
j=1

( j +1− `) =
n

∑̀
=1

n

∑
j=1

( j− `)+
n

∑̀
=1

n

∑
j=1

1

= 0+
n

∑̀
=1

n

∑
j=1

1 (car le 1er terme est une sommation sur
tous leséléments d’une matrice anti-
symétrique)

= n2 (sommation deśeléments d’une ma-
trice n× n, et tous leséléments sont
égauxà 1)
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Question 2. Échelonnez la matrice suivante en discutant en fonction des paramètres a,b∈ R.1 1 1
1 a a2

1 b b2



1 1 1
0 a−1 a2−1
0 b−1 b2−1

 L2← L2−L1

L3← L3−L1

a 6= 1 a = 11 1 1
0 1 a+1
0 b−1 b2−1

 L2← L2/(a−1)

1 1 1
0 0 0
0 b−1 b2−1


b 6= 1 b = 1 b 6= 1 b = 11 1 1

0 1 a+1
0 1 b+1


L3← L3/(b−1)

1 1 1
0 1 a+1
0 0 0

 1 1 1
0 1 b+1
0 0 0

 1 1 1
0 0 0
0 0 0


1 1 1

0 1 a+1
0 0 b−a


L3← L3−L2

L2↔ L3

L3← L3/(b−1)

b 6= a b = a1 1 1
0 1 a+1
0 0 1

 1 1 1
0 1 a+1
0 0 0


L3← L3/(b−a)
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Question 3. Esquissez les graphes des fonctions suivantes. Expliquez brièvement les principales
étapes qui m̀enentà vos graphiques.

f : R→ R : x 7→ e−|x| , g : R→ R : x 7→ x4−x2, h : R ◦→ R : x 7→ 1
x2 +1.

-0.5
0

0.5
1

1.5
2

2.5
3

3.5

-3 -2 -1 0 1 2 3

ex

f

La fonction f est paire (pour toutx ∈ R,
f (−x)= e−|−x|= e−|x|= f (x)), son graphe
est donc syḿetrique par rapport̀a l’axe des
y. Pourx 6 0, f (x) = ex dont le graphe est
connu. Pourx > 0, on utilise la syḿetrie
ci-dessus.
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Pour|x| grand,x4 dominex2 et doncg(x)≈
x4. Pour|x| ≈ 0,x2 est le terme dominant et
doncg(x)≈−x2. De plus la fonctiong est
paire (∀x ∈ R, g(−x) = (−x)4− (−x)2 =
g(x)), donc son graphe est symétrique par
rapportà l’axe desy. On peut aussi remar-
quer queg(x) = x2(x2−1) et donc que−1,
0 et 1 sont les trois (seules) racines deg.
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1/x2

h

Pourh, on a encore une fonction paire (vu
queh(−x)= 1

(−x)2 +1= 1
x2 +1= h(x) pour

tout x 6= 0) et par conśequent le graphe de
h est syḿetrique par rapport̀a l’axe des
y. Quand|x| est grand, 1/x2 ≈ 0 et donc
h(x) ≈ 1. Quandx≈ 0, 1/x2 > 0 est tr̀es
grand, donc aussih(x). Finalement, com-
me 1/x2 > 0, on a∀x∈ R\{0}, h(x) > 1.
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Question 4.

(a) Prouvez par ŕecurrence que (
a 1
0 a

)n

=
(

an nan−1

0 an

)
(1)

(b) Soit i ∈ C tel quei2 =−1. Calculez (en utilisant le point préćedent) :

t

∑
n=0

(
i 1
0 i

)n

(a) Le cas de basen = 1, l’ égalit́e (1)à vérifier devient :(
a 1
0 a

)1

=
(

a1 1a0

0 a1

)
ce qui est trivialement vrai cara0 = 1 eta1 = a.

Supposons que l’égalit́e (1) est v́erifiée pour les naturelsn 6 r, prouvons que l’́egalit́e (1) est alors
vérifiée pourn 6 r +1 (r > 1). Pour ce faire, il suffit de v́erifier (1) pourn = r +1, c’est-̀a-dire :(

a 1
0 a

)r+1
?=

(
ar+1 (r +1)ar

0 ar+1

)
Par d́efinition de l’exponentiation, on a :(

a 1
0 a

)r+1

=
(

a 1
0 a

)r (
a 1
0 a

)
En utilisant l’hypoth̀ese de ŕecurence pourn = r, on obtient :(

a 1
0 a

)r+1

=
(

ar rar−1

0 ar

)(
a 1
0 a

)
Par multiplication matricielle, on a :(

a 1
0 a

)r+1

=
(

ar+1 (r +1)ar

0 ar+1

)
(b) Grâce au point pŕećedent, cela revient̀a calculer :

t

∑
n=0

(
i 1
0 i

)n

=
t

∑
n=0

(
in nin−1

0 in

)
=

(
1 0
0 1

)
+

(
i 1
0 i

)
+

(
−1 2i
0 −1

)
+ · · ·

En tenant compte de la périodicit́e dein (modulo 4), et donc dein−1, et du fait que la somme de 4
puissances consécutives dei et 0 (car 1+ i +(−1)+(−i) = 0), on obtient le ŕesultat suivant :
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si t = 3 (mod 4), c’est-̀a-diret = 4q+3 pour un certainq∈ N (unique) :(
0 2q+1+(−2q−1)i
0 0

)
si t = 0 (mod 4) et t = 4q (

1 −2q(i +1)
0 1

)
si t = 1 (mod 4) et t = 4q+1 (

1+ i −2q(1+ i)+4q+1
0 1+ i

)
si t = 2 (mod 4) et t = 4q+2 (

i 2q+1+(2q+2)i
0 i

)

Question 5. Soit les nombres z1 =
−1+ i

√
3

2
et z2 =

−1− i
√

3
2

.

1 = cis0
−1

2

z1 = cis(2π/3)

z2 = cis(4π/3)

FIG. 1 – z1,z2 ∈ C

Mettez z1 et z2 sous forme trigonoḿetrique.

z1 =−1
2

+ i

√
3

2
= cis

2π

3
et

z2 =−1
2
− i

√
3

2
= cis

4π

3
.

Consid́erons la matrice A∈ R3×3 définie par

A =

1 1 1
1 z1 z2

1 z2 z1


(a) Calculez A2.

(b) Déduisez du point (a) la matrice A−1.

(a)

A2 = A·A =

1 1 1
1 z1 z2

1 z2 z1

1 1 1
1 z1 z2

1 z2 z1

 =

 3 1+z1 +z2 1+z1 +z2

1+z1 +z2 1+z2
1 +z2

2 1+z1z2 +z1z2

1+z1 +z2 1+z1z2 +z1z2 1+z2
2 +z2

1


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Or,

1+z1 +z2 = 1+cis
2π

3
+cis

4π

3
= 0 (voir figure 1)

1+2z1z2 = 1+2cis
2π

3
cis

4π

3
= 1+2cis0= 3 (car Arg(z·z′) = Arg(z)+Arg(z′) mod 2π)

1+z2
1 +z2

2 = 1+cis
4π

3
+cis

2π

3
= 0 (car Arg(zn) = nArg(z) mod 2π).

Donc

A2 =

3 0 0
0 0 3
0 3 0


(b) Pour obtenir l’identit́e à partir deA·A, il suffit d’effectuer les transformations :

Li ← Li/3 aveci = 1,2,3

L2↔ L3

Or, effectuer une transformationélémentaire de ligne sur une matrice revientà multiplierà gauche
cette matrice par l’identité dans laquelle on a aplliqué la m̂eme transformation. D̀es lors, on a :1 0 0

0 0 1
0 1 0

1
3 0 0
0 1

3 0
0 0 1

3

 ·A
︸ ︷︷ ︸

=A−1

·A =

1 0 0
0 1 0
0 0 1



Donc,

A−1 =

1
3 0 0
0 0 1

3
0 1

3 0

1 1 1
1 z1 z2

1 z2 z1

 =

1/3 1/3 1/3
1/3 z2/3 z1/3
1/3 z1/3 z2/3


Question 6. Soit A∈ Rn×n la matrice d́efinie par

ai j =

{
2 j si i 6 j,

0 sinon.

Calculez le d́eterminant de A en utilisant la ḿethode des cofacteurs. Expliquez votre démarche.

A =


2 22 23 · · · 2n

0 22 23 · · · 2n

0 0 23 · · · 2n

...
...

...
. ..

...
0 0 0 · · · 2n


Développons le d́eterminant deA suivant la premìere colonne :

detA = 2·det


22 23 · · · 2n

0 23 · · · 2n

...
...

.. .
...

0 0 · · · 2n

 = 2·22 ·det


23 24 · · · 2n

0 24 · · · 2n

...
...

...
...

0 0 · · · 2n


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Et en ŕeṕetant le processus, on a :

detA = 2·22 · · ·2n = 21+2+···+n = 2n(n+1)/2

REMARQUE : L’argument ci-dessus montre que le déterminant d’une matrice triangulaire supé-
rieure est́egal au produit deśeléments sitúes sur la diagonale principale.

Question 7. Soit f : R→ R une fonction.

Définissez« f est injective».

∀x1,x2 ∈ Dom f , x1 6= x2⇒ f (x1) 6= f (x2)

Niez la d́efinition pŕećedente.

∃x1,x2 ∈ Dom f , x1 6= x2 et f (x1) = f (x2) (2)

Prouvez que, si f est périodique, alors f n’est pas injective.

L’hypothèse« f est ṕeriodique» signifie qu’il existeT > 0 tel que :

∀x∈ R, f (x+T) = f (x)

En particulier, pourx = 0, on a
f (T) = f (0)

(on n’a pas de problème avec le domaine def ici car on a suppośe que Domf = R vu qu’on a
écrit f : R→ R). Donc en prenantx1 = 0 etx2 = T, on peut dire que

x1 6= x2 et f (x1) = f (x2)

ce qui montre que (2) est vérifiée, c’est-̀a-dire quef n’est pas injective.

Question 8. Soit A∈Rn×n. Montrez que si A possède un inverse, alors celui-ci est unique (et on
peut donc employer la notation A−1 pour le d́esigner).

Soit B etC deux inverses deA. Nous allons montrer queB = C. Par hypoth̀ese, on a

AB= 1= BA et AC= 1= CA.

Donc

B = B1= B(AC)
(†)
= (BA)C = 1C = C (3)

où (†) utilise l’associativit́e de la multiplication matricielle. L’équation (3) dit bien queB = C
comme d́esiŕe.
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