Mathématique Elémentaire
Examen (28 octobre 2002)

Question 1. Calculer
k k

" (2)(2” mod 3) mod5 . ( 2”) mod 5

n= n=

Puisque
(x4y) mod 5= (xmod 5+ ymod 5 mod 5 et  (x-y)mod5= (xmod5 ymod5 mod>5.

on a que les deux sommes sont égales et sont égélesAt-4+3-+1+---)mod5, car 8mod 5=
1, 22mod 5= 2, 2mod 5= 4, Z2mod5= 3, 2*mod 5= 1,... (la suite 2mod 5 est périodique de
période 4 puisque®mod 5= 1).
De plus, on constate que la somme de 4 termes consécutifs de la somme
k
( Z)(Z” mod 3) mod 5

n=

est toujours constituée de2l4 et 3 (pas nécessairement dans cet ordre) et que cette somme vaut
0mod>5. Par conséquent, en regroupant les termes de la somme 4 par 4, on obtient

k

(ZO(Z“ mod 5)) mod 5= (

n=

j
Z)(Z” mod 3) mod5 avedg = kmod4

Nn=

Sij=0,lasommevautl, gi=1c’est 3, sij =2 on obtient2 etsj =3 ona0.

. . m 2km
Question 1 (suite). Calculer Z cos(w)
K=0

Cette somme est la partie réelle de la somme

m 2kr 2k7t>

(COS— +isin—
k; m m

Par conséquent, la somme demandée est

De<§ ei27rk/m> — e (% (ei27r/m> k)

k=0 k=0
e|27r/m m+1l_ ] o
= ( g2n/m ] ) (formule pour les sommes géomeétriques)
e|27r/m l )
= e(e|27r/m 1) (car (e|2n/m)m —1)
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Mais attention : sm= 0, la question n’a pas de sens, on ne peut pas diviser pamd=Sl, la
formule n’est pas valable car la somme vaut 2 puisque

1

kzocos(%) = cos (4 cos Zr.

t ¢
Question 1 (suite). Calculezy Y (g) 2
=T=

Cette somme vaut

t /7 t
[Z S <€> 2Kk = /Z 3 (par la formule du bindme de Newton)
=T= A =1
B 3+l_3 (formule pour la somme des éléments d’une suite
- 3-1 géométrique de raison 3)
3t+1 -3
B 2

Question 2. Résolvez algébriquemesitgraphiqguement I'inéquation suivante :

—X+1<x®+1

ALGEBRIQUEMENT : L'inéquation—|x| + 1 <

X2+ 1 est équivalente &|x| < x? dont les so- 19
lutions sont tous leg € R. En effet, quel que 3
soitxe R, —|x| <0< X% ce qui montre que sE*
linégalité est satisfaite. F

GEOMETRIQUEMENT : Posonsf : R — R : . g%
Xi— —|x|+1etg:R —R:x—x>+1. Legra- 4F *,
phique ci-contre montre que, en toute abcisse | ]
le graphe def est en dessous de (ou égal a enz & ' o 3
x = 0) celui deg. Ceci indique qud (x) < g(X) E
quel que soik, c’est-a-dire que I'ensemble des o ¢ /\
solutions de l'inéquation eR. f ]
DR _«fim Livvinnin, [ITTEETEET PRI Livvinninn [N,
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Question 3.

(a) Trouver la matrice Ac R3*3 telle que

At=

wN R
N R O
ohrR

De I'égalitéA- A~1 = 1, on déduit qué A—1)~1 = A. Appliquons 3A~! la méthode de la matrice
compagnon.

1 0 1 1 0O
Al=(21 4 010|=1
320 0 0 1
1 0 1 1 0 0
01 2 {"2%"2_2"1 210
023 L3 —Ls—3Ls 301
1 0 1 1 0 O
01 2 Lg« Lg— 2L, -2 1 0
0 0 -7 1 -2 1
1 01 L 1 0 O
012 L3H73 21 0
1 2 -1
001 7 7 7
8 -2 1
1 0O 7 T 7
010 Lie—Li-Ls 1203 2 |_a
00 1 Ly — Ly—2L3 ;1 2 ;1
7 7 7
Question 3 (suite).
(b) Résoudre le systeme
X+z=7
2X+y+4z=0
X+2y=-14
Sous forme matricielle, on obtient :
1 01 X 7
21 41(yl=1 0
320 z —14

Ce systéme peut s'écrire comrelx = b. Doncx = Ab, c’est-a-dire

X 1 8 -2 1 7 6
y| = = -12 3 2 0 =|-16
z -1 2 -1 —14 1
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Examen

Question4. Soient f:[-3,3] - Retg:[-3,3| = R
deux fonctions dont les graphes sont dessinés ci-contret
f

Déterminez
{xe[-3,3]: f(x)g(x) <0}.
2
\

mn

ki’

\d 'o'
2,

""'

Expliquez votre raisonnement.

\J
e,
4
‘e,

-3

Pour quef (x)g(x) < 0, il faut et il suffit quef (x)
etg(x) soient de signes opposés, c’est-a-dire .
= f(X)>0etg(x) <Oou H s
= f(x) <0etg(x) > 0. . K
Cela se produit pour H
m —3<x< —20u0f(x) > 0etg(x) <O0. N
m —1<x<0ouf(x)<0etg(x) > 0. _:
m 1<x<2o0uf(x)>0etg(x) <O. '9
L'ensemble demandé est dope3, —2] U[—1,0]U[1,2]. N
-2 -1 0 1 2 3

Question 5. Déterminez les valeurs decaR pour lesquelles x 0 vérifie I'inégalité
1)

a4+ 2a(x+1)?+a%(x—1) > a(x+1)°.

Justifiez votre démarche.

Le fait que l'inégalité (1) soit satisfaite pour= 0 veut simplement dire que lorsqu’on remplace
x par 0 dans (1), on obtient une inégalité vraie. Remplagar 0 donne 8— a? > a c’est-a-dire
a—a’ > 0. Commea— a’ = a(1— a), cette expression sera positive si et seulemeatsio et

l1-a>0ousia<0etl—a< 0 (cedernier cas estimpossible). En conclusion :

(1) est vérifie pouxk=0 < ac|[0,1].

Question 6.  Soit AB ¢ R™" deux matrices inversibles. Montrez qu&B) ! = B~1A~1,

Montrons que(B~*A~1)(AB) = 1. Par associativit§B~1A1)(AB) = B"1(A"1A)B. Par la défi-
nition de A~1, on obtientB~11B = B~1B (car la matricel est le neutre pour la multiplication

matricielle). Par la définition dB~1, on obtientl. De méme, on montre quUAB)(B—*A1) = 1.
DoncB~1A-! satisfait la définition d’un inverse. Vu que l'inverse est uniggetA—1 = (AB)~L.
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Question 7. Soient ab,c,d € R. Considérons deux fonctions: fa,b[ — ]c,d[ et g: |]c,d[ —
|a,b[ dont la dérivée existe en tous les points de leur domaine. Supposons que

gof=Tjap. (2)
Montrez que, pour tout & ]a, b|,

1

d9(f(x)) #0 et Jdf(x) :W.

L'égalité (2) signifie que
vxelabf, g(f(x)=x

En différentiant cette relation grace a la régle des fonctions composées, on obtient
vxelabl, ag(f(x)af(x) =

Cela implique queg( f(x)) # 0 (sinon le produit vaudrait O et pas 1) et donc, en divisant les deux
membres de I'égalité parg(f(x)), on a

welabl It = 55750

ce qui est la relation demandée.

Question 7 (suite). A partir du résultat ci-dessus, établissez la formule de dérivation de la
fonctionarccos ]—1,1[ — |0, x| & partir de celle pourcos :]0, 7| — |—1,1[.

Par définition, cosarccos= 1)_; ;. Par le point précédent, on obtient

1
(o cost) ‘t:arccos<

odyarccox =

Commed; cost = —sint et que pout € ]O 7r[ sint < 0, on peut écrire) cost = —v/1— cogt.
Donc, dyarccox =

(—V1- C0§t ’t:arccoa Vi- X2

Question 8. Les relations suivantes définissent-elles des fonctions ? Justifiez en détail vos ré-
ponses (en particulier, donnez des contre-exengiplcitey.

n f:C— C:z— (Wtel que W = 2)

Ce n’est pas une fonction. En effet, si on considetel, les deux solutionw = 1 etw = —1
vérifient la relationw? = z et seraient donc toutes deux images d’un mérae contradiction
avec la définition de fonction.

xg:C— C:z— (Wtel que W = z etCew > 0)

Ce n’est pas une fonction carza= —1 correspondenw = i etw = —i qui vérifient toutes deux
la relationw? = z et Dew > 0.
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s h:R—-R:x— (ytelque ¥ —1=x%ety> 0)

C’est une fonction. En effey? — 1 = x? peut se réécrirg? = x2+ 1. Puisqu’on recherche> 0,
la seule solution possible egt= v/x2 4 1. Notons que cette solution existe et 2sb pour tout
x € R etdonc que Dorh = R.

s k: R¥™* = R: A detA

C’est une fonction. En effet, étant donné une matéA¢eson déterminant est univoquement
defini- bien qu'il y ait plusieurs maniéres de le calculer. En feit(d )i‘szl est un polynédme
en les variables;;.

Question 9. Soit Ac R™" définie par

a1 0 0 0
a1 ap O 0
A= : : " " :
ah-11 ah-12 ... a-1n-1 O
an1 a2  an3 e ann

Montrez, par récurrence, que pour toutn2,

detA = a;182-- - @nn

arl 0

La propriété est vraie pour= 2 (cas de base). En effet, polie= (
a1 az

) , 0etA = aj1a02 —
ap1-0=agjap.

Supposons que la propriété vraie paut i et montrons-la poun=i+ 1, c'est-a-dire

ail 0 0 ... 0
ao1 apo 0 ... 0
dét : : : =a11- - Qi+1i+1
a1 @ - 0
di+11 @i+1,2 @A4+13 .- QAifli+1

On a, en développant suivant (e+ 1)€ colonne (et en tenant compte que iggemiers termes
sont nuls),

a1 0 0 0 a1l 0 0 0
a1 g2 0 0 azq ap2 0 0
dét : : : = (—1)(i+1)2ai+1,i+1d'et . . N . :
a1 aip =T 0 a-11 &-12 ... @_-15-1 O
A+11 @i+12 Q413 --- Qiplil di1 d2 43 aj i

=laj;1i+1211---&i (par hypothese de récurrence)
=ay1---@igiyr1ir1  (car la multiplication dan® est commutative).
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¢
Question 10. Calculer (i—1])
P

Cette somme vaut!_; 5'_;(i—j)+3/,i. Le premier terme est la somme de tous les éléments
d’une matrice carrégl x ¢) antisymétrique, il vaut donc 0. Le second terme Vad#-1)/2. Donc

SaTioli— ) =L(t+1)/2
Question 11. Quels sont les complexes z qui vérifient

12|+ |7 +1=0.

Puisque|Z?| = |Z? (régle sur I'exposant dg|), la question revient & déterminer les complezes
dont le module est solution de I'équatidit + X + 1 = 0. Cette équation n’a pas de solution dans
R car somA = —3 est inférieura 0. Puisque le module d’'un complexe est un réel, il ne peut y avoir
de complexeg dont le modulgz| est solution de cette équation. Dofr: |2+ |z| + 1= 0} = @.

Question 12.
= Prouver quey3 ¢ (), sachant qua/3 ¢ Q.

Si ¥3€ @, alors il existeac 7, b€ N\ {0} tel que 3= a/b. Par conséquent¥3)° = a®/b?,
c’est-a-dire (régle des exposanig3 = a3/b. Et donc, on aurait/3 € () (car le cube d’'un entier
est un entier), ce qui contredit I'nypothése « sachanty@e @ ».

= Calculer|5i + 3| et|(5i +3)?|.
Par définition dé-| : |5i + 3| = v/52 + 32 = 1/34. La régle sur I'exposant de donne :

|(5i +3)?| = |5i + 3|° = (v/34)? = 34.

. " .3 3. 3 3.\17
= Mettre sous forme trigonométrique les complexes suwant?:— %I et (—5 — £|> .

3 V3 V3 1. _Tn

33 1=V3 (-5 ) =vaeisg

complexe de module 1 d’argume?gi
Par conséquent,
N\ 17 TN\ 17 .
(—g — ?I) = (\/5) 17 (ms%) (regle sur les exposants)

—3%/3 cis(%) —-3#/3 cis(%)
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Question 13. Représentegraphiquemeries solutions complexes dé%= 64. Votre dessin doit
étre explicite. Expliquez votre démarche (avant de faire le dessin ci-dessous).

Les solutions de'? = 64 sont de la formav avecu est une solution complexe @& = 1 (c’est-a-
dire une racine douziéme de l'unitéaine solution particuliére d&? = 64. Prenons/2 (puisque
(v/2)'? = 64). Les racines douziéme de I'unité sont les complexe%aiﬁ/eck €{0,1,...,11}.

Les solutions de'? = 64 sont donc de la forme¢2cis’Z aveck € {0,1,...,11} (il y en a 12).

Le sing vaut% et le cos%” = % ce qui permet de trouver les solutions péue 1 etk = 2. En
utilisant le fait que s est une solution d2"2 = 64 alors—u etu sont aussi solution, on obtient par
symétrie centrale et par symétrie d’axe réel les racines corresponklant &t 8 etk = 4,5, 10 et
11./2 est la longueur de la diagonale du carré de c6té 1. Ceci permet de trouver sur lefssin
et donc—+/2, ainsi quey/2i et —/2i qui sont les quatre autre solutions.

D O LA A e e e e e LA NS
15 F Z3 ]
4 O S S A
7
o.sf ' ]
I ]
; S 41
,1: .
Z3 210
5L Z() H H 1
D) Ll 1 1 A 1 1 1
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

Question 14. Soit L: R® — R* la fonction définie par
L(x,y,2) = (2x+VY,y— 3z, —2X— Y+ Z,5X%).

(a) Prouvez que L vérifie les propriétés suivantes :
= V(xY,2) €R3 V(X,Y,Z) €R%  L((xy,2)+(X,Y,Z)) =L(xY,2) +L(X,Y,Z)
nV(X,Y,2) €R3 VA ER, L(A(XY.2)=AL(XY,2)
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Soit(x,,2), (X,y,Z) € R3.

L((xY.2)+ (X,Y,Z)) =L(x+X,y+Y,z+7) (par définition de-s)
= (2x+X)+(y+Y), (y+Y) —3(z+2),

—2(x+X) = (y+Y)+ (z+72),5(x+X)) (par définition de.)
= (2x+2X,y+Y,y+y —3z2-3Z,

—2x—2X —y—y +z+7,5x+5X) (par distributivité dan®)
= (2X+y+2X +Y,y—3z+y - 3Z,

—2X—Yy+z—2X —y +Z,5x+5X) (car+r commutative)

= (2x+Y,y—3z, —2X—y+7,5X)

+(2X+y,y —3Z,-2X —y +7,5X) (par définition detg4)

SoitA € R, (x,y,2) € R3.

L(A(x,Y,2)) = L(AX,Ay,A2)
= (2AX+ Ay,Ay— 34z, —2Ax— Ay+ Az 5AX) (par définition dd.)
= (A(2x+Y),A(y—32),A(—2x—y+12),A5x) (par mise en évidence)
= A(2x+Y,y— 3z, —2x—y+25X)
=AL(X,Y,2)

Question 14 (suite). Posons ¢= (1,0,0), & = (0,1,0) etes = (0,0,1).
(b) Complétez pour que I'égalité suivante soit vérifiée pour tauy,z) € R :

xy,2= X e+ y e+ z e 3)

(c) Soit ve R*. Prouvez que v est orthogonal & (tous les vecteursmid) si et seulement si
v L(g) pouri=12 3. INDICATION : Les points précédents peuvent vous étre utiles!

(=) Supposons queest orthogonal & Ih. Montrons quers L L(g) pouri =1,2,3. L'orthogo-
nalité dev avec IrrL signifie quev L L(x,y,z) avec(x,y,z) € R3. En particulier,

m Six=1,y=0,z=0,0nav_l L(ep).
mSix=0,y=0,z=1,0onav L L(ep).

» Six=0,y=0,z=1,0onav L L(e3).

Pour résumer, pour montres), il suffit de remarquer que(g) € ImL.
(<) Supposons L L(g)oui € {1,2,3}. Dés lors, on obtient :

V-L(xy,2) = V- (L(xeL+ Y& + z&3))

= V- (xL(e1) +yL(ez) +zL(e3)) (grace a (3))
=x(v-L(e1)) +y(v-L(e2)) +z(v-L(e3)) (bilinéarité du produit scalaire)
—0
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