Mathématique Elémentaire
Testn°6 (20 octobre 2008)

Question 1. Calculez les sommes suivantes :
n
. Z i’ = (n+1) i% car i* est constant par rapport 2 la variable de sommation k.
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ou la sommation nulle découle du fait qu’on somme tous les elements d’une matrice carrée
antisymétrique.

. ):,14:_72 = 22-2 = 44 car k parcourt I’ensemble {—7,—6,...,0,1,...,14} qui comprend 22
éléments.

Question 2.  Déterminez I'image de la fonction v: R — R? i t — (1> — 1,13). Veillez a justifier
toutes les étapes de vos calculs. Tracez Imy sur le graphe ci-dessous. Expliquez votre démarche.

Par définition
Imy={(x,y) € R? | JteR, (x,y)= (1 — 1,t3)}
Nous allons montrer que cet ensemble est égal a
A:={(xy) € R? !x:y2/3— 1}

s InyCA. Soit (x,y) € Imy, c’est-a-dire que
(x,y) = (> —1,£3) pour un certain t € R (sur le-
quel on n’a aucune autre information). L’ égalité de
couples signifiant 1’égalité composante par com-
posante, on a

x=1"—1 ) x=1"—1
1.€.

et donc x = y?/3 — 1 ce qui signifie que (x,y) € A.
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= A C Im7. Soit (x,y) € A, ¢’est-a-dire soit (x,y) € R? satisfaisant I’équation x = y*/3 — 1. On doit
montrer que (x,y) € ImY, ¢’est-a-dire que (x,y) = (> —1,73) pour un t € R choisi adéquatement.
Prenons 1 = y'/3 (il n’y a pas de condition pour prendre la racine cubique d’un nombre). On a

y=13 (par définition de la racine cubique)
X = (y1/3)2—1:t2—1

Ceci montre bien que (x,y) € Im f.

Au vu du résultat précédent, Imy est le graphe de la fonction f : y +— y2/ 3 — 1 (dessiné correcte-
ment vu I’orientation de x et y sur le dessin). On a tracé cette fonction au cours. Pour rappel, ses
caractéristiques principales sont

u f(()) =—1 5
m [ est une fonction paire en la variable y (donc son graphe est symétrique par rapport a I’axe des
x);

m lorsque y = 0, f(y) > [y| — 1.
m lorsque |y| est grand, f(y) est > O et est grand (mais est bien plus petit que |y| — 1).

Question 3.

(a) Soit la matrice

Calculez ’inverse de M, s’il existe.

Appliquons la méthode de la matrice compagnon :

2 3 -1 1 00

M=|0 -1 -1 1=10 1 O
2 1 2 0 01
2 3 -1 1 0 O
0 1 1 Ly — —1» 0O -1 0
0 —2 3 Ly —13—1L -1 0 1
2 3 -1 1 0 O
01 1 0O -1 0
00 5 Ly — L3421, -1 -2 1
2 3 -1 1 0 0
01 1 0 —1 0
00 1 Ly — L3/5 —-1/5 =2/5 1/5
230 L — L1+ L3 4/5 =2/5 1/5
0 1 Ly —L)—1Ls /5 -3/5 —1/5
0 01 —-1/5 =2/5 1/5
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200 Ly +—L;—3L, /5 7/5 4/5
010 /s -3/5 —1/5
0 01 -1/5 =2/5 1/5
1 00 Ly —1L/2 1/10 7/10 2/5
010 1/5 -3/5 —-1/5|=Mm""
0 01 -1/5 =2/5 1/5
On peut vérifier qu’on a le bon inverse en calculant le produit :
2 3 -1 /10 7/10 2/5 1 00
M-M'=10 -1 —1 1/5 -3/5 —1/5]=(01 0|=1
2 1 2 -1/5 =2/5 1/5 0 01
(b) En utilisant le point précédent, résolvez le systeme
2x1 +3x —x3 =10
—xp —x3 =—15
2x14+x +2x3 =—10
Expliquez votre démarche.
Ce systeme s’€crit matriciellement
X1 10
Mlxx]|=1|-15
X3 —10
Comme M ! existe, on a :
x 10 o 1 5\ (10 S —27/2
ol=mM1-15|=1 -3 Lf[-15]=(2+9+2 |=| 13
X3 —10 _% _% % —10 —24+6-2 2

Lensemble des solutions est donc {(—27/2,13,2)}.
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Question 4.  Parmi les graphes ci dessous, Repérez ceux des fonctions f : R — R : x — x* —3x?

et g: R — R:xw— 2—/4—x2 Justifiez brievement vos choix.
(1) (ii) (iii) (iv)

\
\

(v) (vi) (vii) (viii)

La fonction f est paire (donc son graphe est symétrique par rapport a 1’axe des y) et possede 3
racines (—/3, 0, et /3). Ceci restreint le choix aux graphes (i) et (iii). Lorsque x ~ 0, x* < x* et
donc f(x) ~ —3x2. Le graphe de f est donc (i).

La fonction g est paire (donc son graphe est symétrique par rapport a 1’axe des y). De plus, si
(x,y) € Grapheg, alors y = 2 — v/4 —x2 et donc!' x> + (y —2)? = 4 ce qui veut dire que (x,y)
appartient a un cercle de centre (0,2) et de rayon 2. Il n’y a que (vi) qui posseéde ces qualités.
(Remarque : (viii) n’est pas le graphe d’une fonction.)

Question 5. Résolvez le systéeme suivant en discutant en fonction du paramétre A € R :

x—Ay=1
A+Dx+y=4
Ax—y=A27A

Ecrivons la matrice augmentée du systeme et échelonnons-la :

1 =11
A+l 1 [ A
A —1|A
1 -y} 1
0 1+/12—|—A —1 Lz<—L2—(l—|—1)L1
0 AZ—1 0 Ly — Ly — AL,
1 -2 1
[Ap:=(0 1 |—=1/(0+A%4+21) Ly Ly/(A?+A+1)
0 A2—1 0

ICe n’est pas une équivalence.
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otl on peut toujours faire la derniére opération élémentaire car A2 + A + 1 # 0 quel que soit A € R
(le discriminant de A2+ A + 1 vaut —3). On va distinguer trois cas selon que la valeur du coefficient
de y dans la derniere équation s’annule ou non.

mSidF#letd#—1.

1 -2 1
0 1 |—1/(1+A%+1)
0 1 0 Ly —Ls3/(A2—1)

Comme —1/(1+ A2+ 1) est toujours non nul, le systtme est impossible au vu des deux
dernieres lignes. L’ensemble des solutions est donc &.

nSid=1
I -1 1
[Ap)=10 1 | —-1/3
0 O 0
La deuxieme ligne donne y = —1/3. La premiére ligne donne x = 1 +y = 2/3. L’ensemble des
solutions est {(2/3,—1/3)}.
mSid=-1
1 1] 1
[Ap]=10 1]|-1
0 0|0
La deuxieme ligne dit que y = —1. La premiere ligne donne x = 1 —y = 2. L’ensemble des

solutions est {(2,—1)}.

Question 6.
(@) Prouvez que (—(p => q)) < (p A—q) est une tautologie.

(b) Donnez la négation de la phrase suivante : « Si le professeur explique bien, alors les éléves
réussiront [’examen ». Expliquez votre démarche.

(@) On dresse la table de vérité de la proposition :

pla|~q|lp=q|-(p=q) | pA-q| (=(p=4q) < (pA—q)
0/0] 1] 1 0 0 1
o/1] 0] 1 0 0 1
1ol 1] o 1 1 1
1l1]o] 1 0 0 1

La derniere colonne n’étant composée que de 1, la proposition est bien une tautologie.

(b) La phrase « Si le professeur explique bien, alors les éleves réussiront ’examen » est de
la forme p = g avec p qui vaut « le professeur explique bien » et g qui vaut « les éleves
réussiront ’examen ». Le point (a) nous apprend que la négation de p = ¢, —(p = ¢q), est
équivalente a p A —g, c’est-a-dire « Le professeur explique bien et [pourtant] les éleves ne
réussiront pas I’examen ».
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Question 7. -
(a) Donnez, sous forme trigonométrique, les T
n
nombres complexes 7, = (— + = i) ,n>=0.
2 2 23 7 215
(b) Représentez ces nombres z,, dans le plan 216 5~ 24® e%2 77214
complexe (sur le graphique ci-contre) et 17 =25 ®ll =213
prouvez une formule explicite pour la forme F18 = 264 ¢SO =213 = 224
de z,, en fonction de n mod 12.
719 =27@ eZlll =223
(c) Prouvez que, pour les z,, définis ci-dessus, 20 =275 0210 =222
(d) Prouvez que (1 —1i)'? = —64.
(e) Donnez toutes les solutions complexes sous
la forme a + bi de I’équation Z'> = —64.
1., .=« . nm . (/NT
(@) Comme z; = > + Ji=cise. = 7= cis—= = ms(z mod 27r>.

(b) Si nous divisons n par 12, nous pouvons écrire n =g - 12+ravec g € Net r =nmod 12 €
{0,...,11}. Donc

(g-124+r)m

Zy = CiS (% mod 27t> = CiS( mod 27r>

.
:cis((q-27r—|— %) mod 271,') :cis% = (cisz> =71=2z

6
(voir le dessin pour n € {0,...,24}).

(c) Clairement, z}? = cis(12%) =cis(27) = cis0 = 1. Donc z, = 2| élevé a la puissance 12 donne
722 = ()12 = (z]?)" = 1" = 1. Ceci dit exactement que {z, |n >0} C {z € C|z!* =1},

Réciproquement, soit z € {z € C |z12 = 1}, ¢’est-a-dire soit z solution de 712 =1, on sait (vu

au cours) que les solutions sont exactement les cis (,,21_72r) avec r € {0,..., 11}, c’est-a-dire les

cis(rZ) = (cisZ) =z} =z, € {z,|n > 0}.
(d) (1-9)2=((1-)?)° = (-20)° = (-2)°1° = 64(—1) = —64.

(e) Le point (d) montre que 1 — i est solution de Z'> = —64. On a donc une solution particuliere
de Z'?> = —64. Appelons la v. On sait que toutes les solutions de Z'?> = —64 sont données
par v -z avec z solution de 712 =1, c’est-a-dire v- 20, V-21, - ,v-211 (puisque (b) et (c) nous
disent que les solutions de Z 12 — 1 sont z9,21,...,z11). Les solutions sont donc

vio=(1—1i)-1=1—1i
V3 1)

VZ]Z(I—i>'<7+Ei

:<V_§+1>+i<1_£)

1+v3 1-3
= +l
2 2

2 2
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szz(l_i)'(%+\/7§i>:<%+§> i<g_;):1+2\/§+iﬁz_l
viz=(1—1i)-i=1+1
vzg = (1—1i) (—%—k?i):<_%+\/7§>+i<%+\/7§>:\/§Z—I+i1+2\/§
= (gl = () i F ) <15
vzg=(1—1i)-(—1)=—1+1i
ST NI P ERE I\ IPTCC N B E P E R
v ={1-9) <_%_§i>:<_%_§)+i<%_\/7§):_Hz\/g“l_zﬁ
vig=(1—1i)-(—i)=—1—1i
VZm:(l_l)’(%_\/;i):G_?)“(_%_?):1_2\/§_i1+2ﬁ
=0 (53 = (53 ) -
Question 8. Soient les matrices
3 30 0 1 0
s=[1 00| e 7=[2 -1 4
-3 0 1 0 3 2

Calculez S- T et déduisez-en la matrice T~'. Expliquez votre démarche.

Ona

—_ Nl
O =

S.l —
3
JR—— O

0 0O 1 O 1 0 2
0 2 -1 4]=10120
% 0 3 2 0 01

Par définition de I’inverse, 7! est la matrice telle que T~!7 = 1 (= TT~!). On obtient 1 en
appliquant a la matrice ST la transformation L; «— L; —2L3. On a vu qu’appliquer cette transfor-
mation revient a multiplier a gauche la matrice ST par I'identité a laquelle on a fait subir la méme

transformation. On a donc :

1

0

Donc

|
[\
S O =

0 -2

1 0 |sT=1

0 1

0 -2\ /3 30 5 o7 -l

P of{1 oofl=(1 0 o
3 1 3 1

0 1/ \=3 04 -3 0 3
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