Mathématique Elémentaire
Examen (31 octobre 2005)

Question 1. Calculer

.S <i.<)2k: k ('.‘)212“:(2+2)k:4k
,—; J J'; J
k k _
On peut aussi procéder comme sug (l.()zkzzkzo(s 1Iak—i = pkok — 92k — 4K
= =0\

- _§1<12+t+1>=<—1>2+i12+_§1<t+1>=1+‘““>é2‘“>+<t+2><t+1>
= = =

C 3 = =3) k= 3 )g
'jzlgz“'_”)‘ N +Zz§ =3y

cas j 1
car sommatlon de tous les éléments
d’'une matrice carrée antisymétrique

Question 2.
m Calculez I'ensemble A des solutions de

%=1

sous forme trigonométrique et représentez-les sur le graphique ci-dessous.

(1)

Sizest une solution d&'?= 1 et siz= p cis

avecp > 0 etf € [0,2x], alors(pcisf)1? =1,
c’est-a-dire (via les régles sur les exposants

De Moivre) p*?cis(120) = 1 = 1cis0. Donc / Y
p=1etcisl® = cis0. On en déduip =1 0.5 /'
puisquep > 0 et 1 =0 (mod 2r). On en

déduit qued = ZZ k€ {0,...,11}, ou encore

A

. kTL' . -0.5 K //
A:{C|s€.ke{0,l,...,1l}}. -

-1.5
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m Calculez I'ensemble B des solutions de

z“:—%+i§3 2)

et représentez-les sur le graphique ci-dessus.
Comme—3 1y \2[ = CIS , B est 'ensemblgzc C: 2 = C|52”} Une solution particuliere
de cette équation est clalrement%&car, par De Moivre|cCisg )4 = msF = C|52”) Donc
B=cisZ -UsouUs = {ue C:u*=1}, cest-a-direB= {cis%u rueCetu* =1} = {cis%-
cisZ:ke {0,1,2,3}} = {cisZ,cis¥,cisZ,cisiZ}.

= Vous constatezisuellementjue BC A. Justifiezalgébriquementette inclusion.
Il suffit de vérifier que tout élément d&est un élément d& = {z < C : z2*? = 1}, c’est-a-dire
que siz* = cisZ alorsz!2 = 1. Vérifions le :

72 = (3= <CI82—TE> (par I'hypothése € B)

3
—13

Doncze Asize B.

Question 3. Prouvez que, pour toutz C, 27727 est réel.

On a vu au cours que, pour toute C, ww = |w|? € R. Il suffit de particulariser & = 727

Question 4. Calculezo, (e Xz'”y“”x).

oy(e x2|ny+lnx) — (azez)}zz\/m ox(v/*2Iny+Inx)

x(¢Iny+Inx)
=&,z ( )
z=1/X2Iny-+Inx 2¢/%2Iny+Inx
_ e\/m( 2X|ny+ 1/X
2v/X2Iny+Inx
X2Iny+inx 2X2|ny+1

2X\/X2Iny+Inx

—=e

Question 5. Calculezdy(arctgx).

ox(arctgx) = 152
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Question 6. Soit un systeme de deux équations a deux inconnues

ax+hby=c
ax+by=c

Considérons A R?*? |la matrice des coefficients du systéme. Supposondegie# 0.

b —b
(a) Montrez que A = 32; ( 4 a )

Il faut établir queA—*A=1 etAA~1 = 1. Il s’agit d’un simple calcul : comma = (:, l?) ,

onadeA=ab —abet
ada_ L (B —byfa by_ 1 (Pa-bd bb-bd)_(10
detA\-@ a a b)) deta\—-da+ad —ab+ab/  \0 1

Le calcul établissamdA~1 = 1 est similaire.
etAl detAg

b) Montrez que 'unique solution du s stémeé ) ou, pour j=1,2, Aj est la
(b) q q y 5&— JetA pour j= j
matrice A dans laquelle on a remplacé acplonne par la colonn g, .
.  x X c .
Comme le systéme s’éct (y) = (c’) , Sa solution est

det(C b)
X\ _p1fcy__ 1 (b —by(lcy_ 1 (We-be) 1 ¢ b
y) c) detA\—-a a/)\c/ detA\ac—ac) detA det(a c)

a ¢

Question 7. Effectuez les calculs suivants (lorsque c’est possible) :

1-i 11
.71_ - .
SR i A 1
ni—27=—i—27=—27—]i
-1 . N\ L . N\ 1
0 1 \ o 1+i 0 Y
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Question 8. Donnez la table de vérité dA ABAC) = —(AAB) et donnez en une forme équi-
valente plus simple.

A|B|C|AABAC|AAB | —(AAB)| (AABAC) = —~(AAB)
1711 1 1 0 0
1/1/0| O 1 0 1
1/0/1| O 0 1 1
1/0/0| O 0 1 1
o[1(1] o 0 1 1
o[1/0]| o 0 1 1
olo[1| o 0 1 1
olojo| o 0 1 1

La propositiofAABAC) = —(AAB) est fausse s#i est vraieet Best vraieet Cest vraie. Elle est
donc vraie ssA est fausse o8 est fausse oC est fausse, c’est-a-dire ssA est vraie ou-B est
vraie ou—C est vraie. La propositiofAABAC) = —(AAB) est donc équivalente-gAv —-BV —C.

Question 9. Soient AB € RN*N. Montrez que si AB-= 0 alors A ou B n’est pas inversible.

Si on suppose le contraire de la these, a savoirAjeeB sont inversibles alors, d&B = 0, on
déduit queB~A~!AB = B~1A~10 = 0, c’est-a-dire qudl = 0. Cette contradiction montre que
notre supposition de départ est fausse, c’est-a-dire que la thése est vraie.

Question 10. Prouvez, par récurrence surkN, que, pour tout kn € N, on a

n! n—k
o ) =k

0 sik>n

sik<n

RAPPEL: Les dérivées d’ordre k sont définies pa?®f := f etd**1f := 9 (¥ f) pour k> 0.
Pour rendre parfaitement claire I'application du principe de récurrence, netkhia propriété

o sik<n
P(k): pour toutn € N, okx" = { (n—K)!
0 sik>n

Il faut prouver qu’on &(k) quel que soik € N.

= CAS DE BASE: il faut établirP(0), c’est-a-dire que

n! :
| x" 0 sio<n
pour toutne N, 99x" = ¢ (N—0)!

0 si0O>n

Soitn € N. Par le rappel ci-dessud?x" = x". Pour le membre de droite, remarquons que le cas
n!
0 > nne se produit jamais puisque= N. La seule valeur de ce membre estd X" =x".
Y J puisq ?m

L'égalité des deux membres est donc établie quel quensoiX.
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= PAS RECURSIF: On suppose quB(k) est vrai pour touk < ¢ et on montre qué&(¢+ 1) est
encore vrai. L'hypothése d’induction est donc « pour togt ¢, P(k) », c’est-a-dire

"k sik<n
pour toutk < £ ettoutn € N,  9¥x" = { (N—K)! h (3)
0 sik>n
On veut prouveP(¢ + 1), c’est-a-dire
n! N(+1) o
X' si/f+1<n
pourtoutne N, 9/t ix"={ (N—(¢+1))! (4)
0 si/f+1>n
Soitne N. On a
n | X"t sif<n
O TIX = (X" = 9§ (=)' par (3)
0 siZ>n
|
(ni—.g)l KX sie<n
o0 Si/>n

Lorsqu’on dérive"~¢, il faut faire attention au cas o= ¢ car on a alorgyx° = dy1 = 0. Séparons
cecas:

¢ |
ﬁ 8X(Xn_€) si/<n

Vi |
A X = ﬁax(x“”) —0 sif=n
(k0=0 Si/>n

On a vu au cours quax"‘ = (n—£)x"~*~1. Par conséquent

n (n—O)x"1 sic<n
P (n—¢)(n—¢—1)!
0 sit>n
( n! n(+1) o
_ (n_(£+1>)!x si/<n
0 si/>n

\

Il suffit maintenant de remarquer que les propriétésn et/ > n sont équivalentes respectivement
al+1<net/+1>n(car/etnsontdes entiers); on peut donc les remplacer par ces derniéres,
ce qui établit (4).
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Question 11. Ecrivez I'ensemble suivant & R sous la forme d’une union d’intervalles dis-
joints :

1 1 . VX six>0
A=xeR:—<—— ou f(x) := .
{ f(x) ]x]—z} () {—\/—x six<O0

Veillez & justifier les différentes étapes de vos calculs.

CONDITIONS D' EXISTENCE: Il faut que les deux dénominateurs soient non nuls, c’est-a-dire que
f(x) # 0 et|x| # 2. Il faut donc exclure les points 6,2, 2.

RESOLUTION : Comme on désire multiplier I'inéquation par chacun des deux dénominateurs,

il faut connaitre leurs signes. Ceci est fait dans le tableau suivant. On donne aussi une forme
équivalente de 'inéquation (on se rappelle que multiplier les deux membres d’'une inéquation par
une quantité négative change le sens de l'inégalité).

X -2 0 2
f(x — — - 0 + + +
IX| —2 + 0 — — — 0 +
1 1
o S | X-22 (%) x| —2< f(x) X =22 f(x) X —2< f(x)
f(x) X| =2 |~~~ =~ ~——
>0 <0 <0 >0
—X—2< —/—X X—2< /X

On voit qu’il faut distinguer quatre cas.

= X € |—00, —2[. L'inéquation est satisfaite pour tous cefpuisqu’une quantité positive est tou-
jours> qu’une quantité négative). L'ensemble des solutions sur cet intervalle est-deone 2.

= X € |-2,0[. Linéquation devient/—x < x+2. Comme les deux membres sont positifs, on peut
élever au carré et obtenir I'inéquation équivalente< (x+ 2)? c’est-a-direx’ +5x+4 > 0. Le
polynédme a pour racines4 et—L1. Il est donc positif a I'extérieur des racines i.e., sur 'ensemble
]—00, —4]U[—1, +0[. Comme on travaille syr-2,0[, 'ensemble des solutions sur cet intervalle
est[—1,0].

= X € |0,2][. Pour cex, I'équation n’est jamais satisfaite (une quantit® ne peut jamais étre plus
grande ou égale a une quantité).

m X € ]2,400[. L'inéquation devienk — 2 < /x. Les deux membres étant positifs, elle est équi-
valente a(x — 2)? < x c’est-a-dire ax* — 5x+ 4 < 0. Les racines du polynéme étant 1 et 4,
I'inéquation est satisfaite sut, 4] (le signe a l'intérieur des racines est 'opposé de celui du
coefficient dex?). L'ensemble des solutions pour ce cas est dan¢oeo[N[1,4] =]2,4].

En remettant ensemble les solutions trouvées pour chacun des quatre cas ci-dessus, on trouve

A=]—0,—2[U[-1,0[U]2,4].

REMARQUE : On peut visualiser les solutions de I'inéquation grace au graphique ci-dessous.
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5 ,
-a -
--------

Question 12. Cochez la case adéquate selon que vous pensez que les affirmations suivantes sont
vraies ou fausses. Justifiez vos réponses.

(@) Vrai:[ ] Faux:[d Un vecteur directeur de la droite d’équation axby = c, ol a# 0 et
b+#£0, est(b/a,1).

PREMIERE REPONSE POSSIBLE Un vecteur normal de la droite est
(a,b). Tout vecteur directeur de la droite doit étre orthogong, &).

Si (b/a,1) était un vecteur directeur, on devrait donc av@rb) -
(b/a,1) = 0. Or on a par calcul quéa,b) - (b/a,1) = 2b # 0. Ceci
montre bien québ/a, 1) ne peut étre un vecteur directeur.

SECONDE REPONSE POSSIBLEON a vu qu’un vecteur directeur de
cette droite es{—b,a). Tout autre vecteur directeur doit en étre un
multiple. Si(b/a, 1) était un vecteur directeur, on devrait donc avoir

(b/a,1) = u(—b,a) pour un certairu € R.

Or ce n'est pas le cas car I'existence d’'unitépliquerait queb/a=
—bu ety =1/a, dou —1/a= p = 1/a ce qui est impossible. Par
conséquentb/a, 1) ne peut étre un vecteur directeur.

(b) Vrai: [ ] Faux:[d Sile déterminant d’une matrice AR™" vauta, alors le déterminant
de la matrice2A vaut2a.

La multiplication deA par 2 donne une nouvelle matrice consistant
en les éléments d& multipliés par 2. Autrement dit, chacune des
colonnes deA est multipliée par 2. Chaque fois qu'une colonne est
multipliée par 2, le déterminant I'est aussi. Puisqu’il y aolonnes,
det2A) = 2"detA. L'égalité a donc uniqguement lieu dans le cas trés
particulier des matrices® 1 et est fausse s> 1.

(c) Vrai: [0 Faux:[ ] Un systeme impossible n’est jamais homogéne.

En effet, un systeme homogene est un systeme duAypeO. Il pos-
séde la solutiox = 0 et ne peut par conséquent pas étre impossible
(ce qui, pour rappel, signifie qu’il ne posséde pas de solution).
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(d) Vrai:[ ] Faux:[d Léquation de la tangente au graphe d’'une fonction ® — R au
point d’abscisse xs'écrit f(x) = f(xg) + o« f (X)(X—Xp).
Il'y a deux raisons pour lesquelles on ne peut affirmer une telle chose.
Tout d’abord, on est au point d’abscisgg donc la dérivée doit étre
prise en ce point, i.e. on doit avaik f (xp) au lieu dedy f(x). Ensuite,
il s’agit de I'équationd’'une droite qui doit sélectionner les points
(x,y) € R? qui appartiennent & cette droite, elle doit donc étre une re-
lation entre les variablesety. L'équation correcte s'écrit= f (xg) +
Jxf (X0)(X—Xo).

Question 13.

(a) Soit Al'ensemble des vecteyrsy, z) deR3 qui sont simultanément orthogonaux1, —3)
et a(—1,1,4). Décrivez géométriguement cet ensemble. Expliquez votre démarche et dé-
taillez vos calculs.

(b) Soit 'ensemble B= {(x,y,2) : (x,y,2) appartient & une droite dont un vecteur directeur est
(=7,5,—3)}. Montrez que A est contenu dans B.

(c) A-t-on BC A? Prouvez votre réponse (qu’elle soit positive ou négative).

(@) Soit (x,y,z) un vecteur qui est simultanément orthogondRal, —3) et a(—1,1,4). On a
alors
x¥%,2)-(2,1,-3)=0 et (xy,2-(-11,4)=0.

c'est-a-dire

2xX+y—3z=0 (5)
—X+y+4z=0 (6)

En faisant (5)- (6), on obtientx = %z et en remplagant dans (6), on trouve- —%z. L'en-
semble recherché est donc

A:{(éa,—ga,a) :aeR}. (7)

Il s’agit de la droite passant p&b, 0,0) et dont un vecteur directeur e(%t, —%, 1).

(b) CommeA est une droite, pour établir qué&x,y,z), (x,y,z) € A= (X,Y,2) € B, il suffit de
montrer qu’un vecteur directeur deest(—7,5,—3). Au point précédent, on a vu qu’un
vecteur directeur de cette droite est donné(éap ,1). Tout multiple non nul de ce vecteur
est encore un vecteur directeurAieDonc—?,(%, —%71) = (—7,5,—3) est aussi un vecteur

directeur deA.

wlol
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(c) OnaB ¢ A, c’est-a-dire qu’on peut trouver un vecteurBlgui ne soit pas dans. Considé-
rons la droite
D=(xYy,2) =(1,0,0)+ a(-7,5,-3), acR.

Un vecteur directeur dB est bien(—7,5,—3). Comme(1,0,0) € D, on a(1,0,0) € B (par
définition deB). Montrons que1,0,0) ¢ A. En effet, si c’était le cas, on devrait avoir (au vu
de (7)) que(1,0,0) = (L&, — 3, &) pour un certainx € R, c'est-a-dire qu'il devrait exister
un o solution du systeme

I
wi
R

1
0
O=«

o

wlol

Or ce systeme est impossible (la premiére équation impligue3/7 alors que la derniére
dit @ = 0). On ne pouvait donc supposer que0,0) € A.

Question 14. Soit la matrice

<
Il
N
RO R
oo

(a) Calculez, si possible, M.
Utilisons la méthode de la matrice compagnon.

11 -1 100
M=[1 0 6 010|=1
11 5 001
1 1 -1 1 00
0 -1 7 ::2:::211 110
0 0 6 3T = -1 01
1 1 -1 1 0 0
0 -1 7 L L3/6 -1 1 0
0 0 1 ~-1/6 0 1/6
11 — 1 0 O
01 — Ly — —Lo 1 -1 0
00 1 -1/6 0 1/6
11 — 1 0 O
01 0 Ly — Lo+7L3 ~-1/6 -1 7/6
00 1 -1/6 0 1/6
110 5/6 0 1/6
010 Ly —Ly+Ls ~-1/6 -1 7/6
001 -1/6 0 1/6
100 1 1 -1
1=(0 1 0 Ly —Li—Ly ~-1/6 -1 7/6| =M1
001 -1/6 0 1/6
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(b) Résolvez le systeme

X+y—z=5
X+6z=5
X+y+5z=10
X 5
Cesystemesécr [y| = 5 |. Onadonc
z 10
X X 5 1 1 -1 5 0
yl=MM|y|=M1|5]|=|-16 -1 7/6||5]|=|356
z z 10 -1/6 0 1/6) \10 5/6

: : . 355
L'ensemble des solutions est donc le smgle{c(r@, 5 6) }

Question 15. Prouvez que tout nombre complgxeose, oup € [0,+x| et 6 € [0,2x[, est le
carré d'un complexe. Y a-t-il une seule fagcon d’écpreosd comme carré d’'un complexe ?
Distinguons deux cas :

= Sipcosd >0, c'est-a-dire sB € [0,7/2] U[37/2,2x[, alorsp cosd = w? avecw := /p cosh.
m Sipcosh < 0, c'est-a-dire sB € |n/2,3rn/2], alorsp cosd = w? avecw := i/—p cosh.

Il y a exactement deux manieres d’écrire un nombre compme@mme le carré d’'un autre car
I'équationw? = z admet exactement deux solutiongopposées I'une de l'autre).
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