Mathématique Elémentaire
Testn°b5 (14 octobre 2002)

Question 1. Calculez2¥®mod?7.

2'%9mod 7= ((2%)%°-2) mod 7
=((2%)®*mod7-2mod 7) mod 7
((8mod 7°®-2)mod7
=(1-2)mod7

2

Question 2. Prouvez que deux complexes non nuista et c+ di sont égaux si et seulement si
leurs modules et leurs arguments sont égaux.

Rappelons qua+ bi = p cis6 = p cosd +isin6 oup est le module da+ bi et est son argument.
De mémec+di = p’cis@’ avecp’ et 8’ le module et 'argument de+ di. On a donc

pcosh = p’cosd’

1
psing = p’sinb’ S

a+bi=c+di ssi(vuaucours)a=cetb=d ssi {

Clairement, sp = p’ etf = 6/, les deux nombres sont égaux. A l'inverse, (1) implique
(pcosh)?+ (psing)? = (p'cosd’)?+ (p'sinp’)?
c’est-a-direp? = p’? et doncp = p’ carp,p’ > 0. Dés lors, (1) devient

cosO = cosb’
sin@ = sin@’

carp = p’ # 0. Ces équations impliqueak € Z, 6 = 6’ + 2kr, et doncd = 6’ car ils doivent
appartenir 30, 2x|.

. : - 1.,\°
Question 3. Calculez la forme trigonométrique c(e? + EI) .

Remarquons qu§ + 3i = cisZ. En utilisant De Moivre (sz = |z cis8 alorsz" = |z]"cis(n®)),
ona:

. TT\5 . b
cisZ)” =cis—
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Question 4. Soit 'équation du second degrécaefficients complexes
272 +721Z+2p=0  oU»#0. 2)

Montrez que la méthode utilisée dalRsadaptée a ce cas général,un sengt fournit les deux
solutions de I'équation (2). Justifiez votre réponse.

Comme dan®, on peut calculeh := z% — 42,7 qui, ici, sera en général un nombre complexe. En
« prendre la racine » revient a résoudre

(c+di)?=A.

Cette équation a deux solutions opposées. Si onaptdli I'une d’entre elles, I'autre serac—di.
L'analogue des formules daf®squi donnent les deux racines sont

_ —z+(c+di) et Zo— —z1— (c+di)

Z
L 27 22,

Montrons queZ; etZ; sont effectivement des solutions de (2) ; remplacons, dang (rZ; :

—z1+(C+di)\2 —z1+ (c+di)
22< 222 ) ta 222 T
—2 di di)2 —22+2 di
:z% z1(c+di)+ (c+di) LAt z1(c+ |)+20
4z, 4z,

=2Z -2z (c+di)+ (c+di)2—224+2z(c+di)+ 422  (carz #0)

:—Zf+A+4Zozz

=0

Question 5.  Soit Ac R™", On dit que A est une matrice symétrique si et seulemerit=sisa
= Donnez un exemple de matrice symétrique d&tis.

= Si A est une matrice symétrique, montrez queAd et AA le sont aussi.

Voici deux exemples de matrices symétriques :

00O 1 2 3
0 0 0] et (2405
000 356
Passons maintenant au second point de la question.
= A+ Al est symétrique sgA+ A = A+ AL Or,
(A+AH = A (AD! car(M+N)t =M' + N
=A"+A
=A+A car -gnxn cOMmutative
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= A'A est symétrique sgAlA)t = A'A. Or,

(ATA) = Al(AY! car(MN)' = N'M!
= A'A

DoncA+ Al et AL!A sont symétriques. (RMARQUE : Notez qu’on n’a pas utilisé le fait queétait
symétrique — c’est donc vrai pour toute matrisg

Question 6. Soit les systemes (S) et)(&éfinis par

S x+2r ly+3z=0 ) —x—2n"ly—3z=0
nXx+ey+nz=0 (e—2)y—2rz=0

Sans les résoudre, montrez que les systemes (S) so(®équivalents.

Les systemesg) et (S) sont équivalents ssi ils ont le méme ensemble de solutions. Montrons donc
ques est solution de) ssis est solution deg). Posons = (s1,,S3).

=) Supposons quesoit solution de$). On a donc

s1+27 15 +353=0 (3)
et 1 t+e+ra3=0 4)

Montrons ques vérifie les deux équations d8). De (3), on déduit que-s; — 2r~ s, — 353 = 0.
Il reste & voir quée—2)s, — 2153 = 0. Or,

(e—2) 213 =5 — 25— 273
=—nS) — T3 — 25 — 273 (entirant &, de (4))
=-S5 — 2% — 373
= —m(s1+2n 15+353)=0  (grace a(3))

Doncsest solution de$).
<) Supposons quesoit solution de$§). On a donc

~—5— 27 '5—353=0 (5)
et (e—2)s,—2153=0 (6)

De (5), on déduit quesatisfait la premiére équation d8) (Il reste a voir quers; +e$ + ws3 = 0.

Or,
TS|+ €Sy + TSz = WS + 25+ 2nS3 + 1S3 (en tirant &, de (6))

=S+ 29+ 313
= -—m(—s1—2n1s5—353)=0  (grace a(5))
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Question 7. Pour quelle(s) valeur(s) deaR la relation
fa:Ro— R:x— (ytelquely—al =xety>0) (7

est-elle une fonction ? Si vous justifiez a I'aide de graphiques, ceux-ci doivent impérativement étre
commentes.

Pour chacune des valeurs de a trouvees ci-dessus, précisez le domaine de la fonction.

Nous allons montrer qué est une fonction de domainéa|, | si et seulement si < 0.

<) Soita< 0. Etant donné € R, il faut montrer

m SiX € ]—a, +oo[, qu'il existe un seuy > 0 qui satisfaiy — a| = x

m SiX ¢ |—a,+oo[, qu'il nexiste aucury > 0 tel quely —a| = x.

Comme—a > 0 et qu’'on cherchg > 0, I'équation|y — a| = x devienty — a = x, c'est-a-dire

y=a-+x

On voit donc que, quel que soitc R, il y a au plus une solutiog — ce qui veut dire qué, est
une fonction. D’autre part, pour queyterouve réponde aux conditions de (7), il faut qu’il seiD,
ce qui sera le cas si et seulement si —a = |a|. Autrement dit, les seubsauxquels correspondra
uny sont ceux appartenant &/, +[. Donc Domf, = ||a, 4.

=) Supposons au contraire gae- 0 et montrons qué, n’est pas une fonction. En effet, si nous
considéronx = a/2, les deux valeurg = a/2 ety = 3a/2 sont> 0 et vérifient I'’équation

ly—al=a/2=x.

On a donc deux images possibles pour le mé&nee qui montre la thése.
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