Mathématique Elémentaire
Examen (27 octobre 2003)

Question 1. Soit la proposition
¥xeR, (Ve>0, |x®—x <g)=x=0 (1)

ou |-| désigne la valeur absolue. Cette proposition est-elle vraie ? Si oui, prouvez-la. Dans le cas
contraire, donnez un contre-exemple.

Elle ne I'est pas. Pour voir que (1) est faugndontrons saégation :
IxeR, (Ve>0,x>—x|<e)Ax#0

Autrment dit, il nous faut trouver un exemple xig 0 tel queve > 0, [x3—x| < e. Nous pétendons
quex = 1 est un bon choix. En effet, 0 etVe > 0, |13~ 1| = 0 < &. En conclusionx = 1 est
un contre-exemple pour (1) qui est donc faux.

Question 2. Soient les matrices
a ab b c 0 ac
A=]0 a a et B=(0 1 b
b 0 b 0 0 c?
(a) Calculez AB-BA.
a ab b\ /c 0 ac ac ab &c+ab?+bc?
AB=|(0 a al[0 1 b|l=[0 a ab+ac?
b 0 b/ \0 0 ¢ bc 0 abc+ bc?

c 0 ac a ab b ac+abc abc be-abc
BA=|[0 1 b 0 a al= b2 a a+b?
0 0 2 b 0 b bc? 0 bc?

—abc ab—abc &c+ab?+bZ—bc—abc
AB— BA=

ou ab,ceR.

—b? 0 ab+ac?—a—b?
bc— bc? 0 abc

(b) Calculezdet(AB—BA).
En ceveloppant par rappoiétla Z colonne deAB— BA:

dét(AB— BA) = —(ab—abc) (—ab’c — (bc— bc®)(ab+ac® —a— b?))
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Question 3.  On consi@re la fonction § : R — R définie par
fo(X) = a+x—|or| X2

ou a € R est un pararatre. Determinez tous leg pour lesquels § pos®de deux racinespet
xo telles que x < 1 < x2. Expliquez votre @marche (en veillant particidrementa justifier les
équivalences).

Nous allons commencer par montrer que
(fo posede deux racines; < 1< x) < (fq(1) >0 eto # 0) (2)

(=) Tout d'aborda # 0 car sia =0, fo(X) = x et doncf, ne posgde pas deux racines. Pour
o # 0, fy est une fonction polynomiale du second dedont la concavé est tourge le bas (le
coefficient dex® est—|a| < 0). Par congquent,f, (x) > 0 pourx € X1, X2[. VU que 1€ ]xg, %z, on
afe(l) > 0.

(<) Puisquex # 0, le graphe dd, est une parabole dont la concé&vést tourge vers le bas.
Deés lors, fy(X) < O pour|x| grand (positif ou Bgatif). En partant d& =1 ou f,(1) > 0 et en
augmentank — ce qui nous donnera finalement des valeur$ deégatives — on doit foement
croiser I'axe des et donc trouver unp > 1 tel quefy (x2) = 0. Par un raisonnement similaire pour
X < 1, on trouve urx; < 1 tel quefy(x1) =0. O

Résolvons maintenant les (gquations du memdig 4
de droite de (2). Tout d’abord,

fa(l) >0 a+1—|a|>0
Sla<a+l 1
S—a-1l<a et a<a+l

e -1<a et 0<1
s-1<a -1

Par conéquent les qui nous inéressent sont -2 [,
o €]-1/2,+0[\ {0}.

REMARQUE : Sur la figure de droite, les graphes -
de f, pour diverses valeurs de ont étt tra@s.

Le cas« de transitions a = —1/2 (pour lequel
f_1/o pos®de une unique racine= 1) et le cas

« degerére» o = 0 apparaissent clairement.

w

Question 4. Soit Ac R™" la matrice cefinie par

2 1 1 1 1
021 1 .. 1
o0 2 1 .. 1

A=|. . . . . .
00 0 0 . 1
o0 0 0 ..2
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Montrez par Ecurrence gue, pour touth 2,

detA = 2n(n+1)/2, (3)

Le cas de base est= 2. Alors, on aA = (g 212> Donc cetA = 23 et 2(2+1)/2 — 23 Donc les

deux membres so@gaux.
Supposons que (3) soiexifiee poum < r, avecr > 2, et montrons cettégalié pourn=r +1,
c’esta-dire

2 1 1
et | © 2 e _ p(r+1)(1+2)/2
.o 1
0 0 2+l
Or,
2 1 1 2 1 1
: . En ceveloppant le ét.
det 9 z = 21 (—1)2r+D det 0 Z par rapporé la dernére
.. ] S ligne.
0 .. 0 2 0 ... 0
= r+1pr(r+1)/2 (par hyp. deé&c.)

o(r+1)(1+1/2)

or+1)(2+1)/2

Question 5. Soit f: [0,4] — R la fonction dont le graphe est des8ini-dessous.

(a) Déterminez le ou lesa R tels que le graphe de la fonctionx f (x— a) passe pa(3,1).

(b) Déterminez le ou les b R tels que le graphe de la fonction¢ f (X) + b passe par2,2).

Veuillez argumenter votreeponse (les deux graphes de f sér ket effet).
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(a) Posong),(x) := f(x—a). Le graphe de, correspona

une translation horizontale de celui @el’amplitudea. 25 94 = f/
Pour queg, puisse prendre la valeur de 1, il faut trans- 2 /
later les points dé qui ont cBja cette valeur. Ox =1, 15 /

x = 2 etx = 3 sont les seuls points pour lesquélgaut R . £

1. Pour amener ces points en 3, il faut respectivement . -

les translater da = 2, a= 1 eta= 0 units. Les va- / i o]

leurs que nous recherchons sont donc 0 / i E
0.5 !

ac{0,1,2}

-1
0 05 1 15 2 25 3 35 4

REMARQUE : On peut arriver au @me Esultat par cal-

cul. En effet,ga(3) = 1 veut dire quef (3—a) = 1. Or comme les seules valeurs auquelles
f prend la valeur 1 sont 1, 2 et 3, cette déreiégali€ estéquivalenta 3—a < {1,2,3} ou
encorea € {2,1,0}.

(b) Posondy(x) := f(x)+b. Le graphe dé, correspona E
une translation verticale deunités de celui dd. Pour 25 h 7t
prendre la valeur 2 er= 2, la seule possibikt est de 2 . rend g /
déplacer le graphe dé de 1 unié vers le haut. Autre- :
ment dit,b = 1 est la eponse demaiae.

1.5

1
REMARQUE : Ici aussi il est possible de faire les choses

par calcul. En effethy(2) = 2 se traduit paf (2) +b=2 v /
ouencoreh=2—-f(2)=2-1=1. ’ /

-0.5

-1

Question 6. Soit la matrice 0 05 L1822 3 8s A

m 1
A=|1 1 oume R.
1 m

B3P

(a) CalculezdéetA. Pour quelles valeurs de m peut-on calculert®
(b) Calculez, si possible, I'inverse de A pour=a8.

(c) Résolvez, en fonction de m, le ®ysEe

mx+y+z=1
X+my+z=m
X+y+mz=nv?
Précisez s'’il s’agit d’un sysime impossible, irlermire,... Interpetez g¢oneétriquement vos
résultats.
m 1 1
wmdetA=[1 m 1|=(m—1)?(m+2).On peut calculeA! ssi BtA # 0 ssim# 1 etm# 2.
1 1 m
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31 1
» A lexiste poum=3.Ona@tA=|1 3 1 =(3-1)?3+2)=2°5=20et
11 3
L (8 -2 -2\' [ /8 -2 -2 2/5 —1/10 —1/10
A*lz% -2 8 -2 =_-|-2 8 -2|=|-1/10 25 -1/10
-2 -2 8 -2 -2 8 ~1/10 -1/10 2/5

(. J

~
Transpoée de la
matrice des cofacteurs

= Le syseéme sécrit matriciellement

Frd))-(

1°"cas :m+# 1 etm = 2. Alors le syséme a une unique solution daepar la rethode de Cra-
mer :

1 1 1 1 0 0
m m 1 m 0 1-m
mz 1 m m2 1—r’r12 m—mz C—C—-C
TmeDZmi2) - (m-12(m+2) (cwcg_cl)
~(1-m@1-nm?)  1-n?
(M—12(m+2)  (m—1)(m+2)
o m+1
T mr2
m 1 1
1 m 1
ot m (m-12 1
Y= m—12m+2)  (m-12m+2) mt2
m 1l 1
1 m m
v 1w (P12 (m+1)

(m-1)2(m+2) (m—1)2(m+2) m+2
Géontetriquement, on a 3 plans qui se coupent en 1 point.
2° cas :m= 1. Alors la matrice augmeae du systme est

11 1)1
11 1)1
11 1)1

Le syséme se &duit a I'equationx+y+z = 1. L'ensembleS des solutions est dong =
{(A,u,1—=A —p): A,u € R}. C'est un systme doublement iretermiré. Georrétriquement,
I'ensemble des solutions est le plaequationx+y+z= 1.
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3¢ cas :m= 2. Alors la matrice augmeate du systme est

-2 1 1]1 L 1 -2 1|1
1 -2 1 /1] =212 1 1|1
1 1 -2|4 1 1 -2|4
tz<—|E2v_LEL1 1 -2 11 tZ:[L/Ze,/S 1 -2 1|1
S lo -3 3322722210 1 —1]-1
0 3 -3|3 0 1 -1|1

Vu la forme de la 2et la F ligne, le systme est impossible et dofe= @. Geonetriqguement,
on a 3 plans gauches.

Question 7.
(a) Ecrire sous forme trigonoétrique8 — (8v/3)i.

8—(8V3)i = 16(% — ?) = 16(005% +i sin%)

23

Mett la f bi, beR,I b | .

eltez sous la Torme-abi, avec ab ¢ € nombre comp EXE_—BI
2-3  (2-3i)(4+3) 17 6.

. — = —_j
4—3i 42 4 32 25 25

(2—3i)2‘.

Calculez‘ -
4-—3i

‘(2—3i)2‘ _|2-3i)F 2243 13
4-3 | |[4-3| 5 5
(b) Repgsentez graphiquement les nombres complexesfiant

w[z—-1=2; w21 <2

A

Y

C’est un cercle de rayon 2 ceaten 1{z: |z— 1| < 2} est la boule ferrge de rayon 2 cerée
en 1. Justification |-| est la norme usuelle d&.
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2 T F T T T

(c) Repksentez graphiquement les solutions égdiation 2= i T ‘
16— (16v/3)i. Expliquez votre @marche. e 2]

Il s'agit de I'equationz5 = 25(1 — ¥3)i — 25¢cis®Z. Les so- s} ! 5y
lutions sont au nombre de 5, de module 2. La pemiolu- o}
tion est ZCi%, les autres sont obtenues en multipliant cetteos f;: '
premgre solution par les solutions @@ = 1. Les cing solu- - °
tions sont les sommets d’un pentagoagulier. S5l 1

2 PRI 7 St
2 15 -1 05 0 05 1 15 2

Question 8. Soit AB € R™" les deux matriceséfinies par
Aj =n—i et Bij :=n— |
= Donnez la derrére ligne de la matrice A-B.

(A+B)nj=Anj+Brj=n—n+n—j=n—j
La dernére ligne deA+Bseradonc (n—1 n—2 n—3 --- 0)

n
= Soit Ce R™" |la matrice cfinie par C= AB. Calculez¥ C;.

On a
n

Gi— S ABa= 3 (n-)(n—i) = n(n—iy?
k=1

K=1
Donc

Question 9. Calculez
n n

. ; > ik_il o2 = —1.
=1k=1

Il s’agit de sommer tous lesléments d’une matrice antisynénique,i —i' = —(i' —i¥). Donc
la somme vaut 0.
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n n

j+1) avecn> 2.
. ZJZ.( )

Il s’agit de sommer tous leslements de la partie triangulaire sujgure de la matrice suivante
(y compris la diagonale) :

2 3 4 .. n+l
2 3 4 n+1
2 3 4 ... nt1

Ce qui revient calculer :

>

n+ 1) n(n+1)(2n+1)
6

k(k+1) = Zk2+k— Zk2+ Zk_
=1

k=1

Question 10.
= Définissez f : X — Y est surjective.

VyeY, 3xe Domf, f(x)=y ouencore Inf=Y.

Soit f: R? — R3: (a, B) — a(1,0,1) +B(0,1,1).

= Donnez uné&quation en yy,z équivalente (x,y,z) € Im f. Démontrez Equivalence que vous
proposez.

x,y,2) elmf & z=x+y

(=) Par cfinition de l'image,(x,y,z) € Imf veut dire que(x,y,z) = «(1,0,1) + (0,1,1)
pour certainsx, B € R. L' égali€ des composantes des deux triplets donne

X=0
y=,
z=a+p

D’'ouz=x+yenremplacant et donrees par les deux preareséquations dans la troesine.
(<) Soit(x,y,2z) € R solution dez = x+y. Il faut montrer quex,y,z) € Im f, c’esta-dire
que(x,y,z) = f(a, B) pour un certair{a, ) € R?. Vu que

(X7y= Z) - (X,y,x+y) - X<1707 1) +y(07 1, 1) - f(X,y),

c’estle cas avetx, ) = (X,y).
» La fonction f est-elle surjective ? Justifiez.

Non. En effet(1,1,1) (par exemple) nappartient paslimage def vu qu'il ne verifie pas
I’ équationz = x+Y.
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Question 11.
Al 1-2
(a) Soit ze C. Prouvez que, si—z+# 0, alors/z 7= 5
=0 -

Clairement(1—2)(14 2+ ---+2") = 1—2"*1, donc si 1- z# 0, on a le ésultat annoré

(b) Soit zz= cog2x/n) +isin(2z/n) ou n€ N\ {0}. Prouvez que les‘zavec k=0,...,n—1,
sont exactement les n solutions degliation 22 = 1.
Les solutions de &quationZ" = 1 sont ci# aveck=0,...,n—1.Orz= cis%’r et par la
formule de De MoivreZ< = cisz"T”. Ceci fournit la conclusion.
n—1
(c) Prouvez quezz (cog2m¢/n) +isin(2z¢/n)) = 0.
=0
Puisquez:= coq2x//n)+isin(2zl/n) = (cisz?”)f, il s’agit d’un cas particulier de la somme
de la question (a). Clairement1z # 0. Donc on a que la somme ésgjalea :

n-1 1— (cis2Z)n
; (cog2zmt/n) +isin(2ml/n)) = %
) CISW
qui vaut O puisquécis2Z)" = 1.
8 8\ .,
(d) CalculerkZ0 (k)l
8 18 8 18
S < )ik: S ( )i"18"‘: (i+1)8 (formule du bidme de Newton)
&o \K Eo \K
V2 V2. 8 . TT\8
= (va(F+F)) =2(eisy) =1

Question 12. On consiére la fonction X R — R : t — cog¢t) +sin(/t) ou ¢ € R. Montrez que
x est solution de Equation :

VteR, o2x(t) = —£3x(t).
Les cerivées dex sont
ax(t) = —sin(ft) +Ccoglt) et 9Px(t) = —(?codt) — (2 sin(t)

Par congquent,
IZX(t) = —£?(cog(ft) —sin(ft)) = —£2X(t)

comme il fallait montrer.
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Question 13. Soit g: R — R une fonction dont la @riveée dyg(x) existe pour tout x R. Sup-
posons que gérifie I'équation

VteR, t-g(€)+cost=g(t+1). (4)

Calculez 1) etdg(1). (Donnez les étails recessaires pour comprendre votiendarche.)

Puisque les deux fonctions— tg(€') +cost ett — g(t + 1) sontégales, il en est de &me pour
leurs cerivées. @s lors, on a

VteR, o(tg(e)+cost) =a(g(t+1))
e, VtcR, g(€)+tog(e)e —sint =adg(t+1)

En particulier, pout = 0, on trouve :

9(1) = okg(1) (5)
En prenant =0dans (4),ona:
1=cos0=g(1) (6)
Ainsi (5) et (6) impliquent que :
xg(1) =1

Question 14.

(a) Exprimez par une formule mamatique qu’une suite de nombres complézescn convergfi]
vers ze C.

VeeR??, Inpe N, Vn>ng, |zn—27 < e.

(b) Montrez (en appliquant la &finition) que la suite(1+ (="
dansR.

_— converge verd
n+ 1) neN g

Fixons une € R>?, quelconque. Montrons qu'il existe un seuil dans les indicese net(et
dépendant de) tel qu’au-deh de cet indice on a :
‘1+(—1)“i—1 <e
n+1 =
c’esta-dire tel que
’(—1)”i‘ < & ouencore I €
n+1l > n+1 -

On remarque que :

E::{neN:ige}:{neNzlgnJrl}
n+1 €

Vu que Y/ ¢ est fixg, cet ensemble est cofini (ensemble dont le cémphtaire est fini), c’est-dire
gu'il existe ng (ici le plus petitélement) tel qué/n > ng, n € E. Vu que cet argument est valable
quel que soie > 0, on a prou la convergence la suite vers 1.

10/10



