Mathématique Elémentaire
Testn° 6 (20 octobre 2003)

Question 1. Calculez

t2+1 t2+4
Z (i+3)= z ] (changement de variable)
i=—2 =1
_ (t2+4)(t>+5)
N 2
n n n n n
S+1-0=3 3(-0+3 51
=1f=1 =1j=1 =1j=1
n n
=0+ Z 1 (car le £"terme est une sommation sur
=1j=1 tous leséléments d’'une matrice anti-
symetrique)
=n? (sommation desléements d’'une ma-
trice n x n, et tous lesélements sont
égauxa 1)
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Question 2. Echelonnez la matrice suivante en discutant en fonction des garasmab c R.

1 1 1
0 a—1 a—-1 L —Ly—Ly
0 b—1 b2-1 Ly« L3—L;
a#£l a=1
1 1 1 1 1 1
0 1 a+l1l]| Ly—Ly/(a—1) 0 O 0
0 b-—1 b2-1 0 b-1 b2-1
b+#1 b=1 b+#1 b=1
11 1 11 1 11 1 111
0 1 a+1 0 1 a+1 0 1 b+1 0 0O
0 1 b+1/ Ls—Ls/(b—1) | \O O © 00 O 000
11 1 Lo < L3
0 1 a+1 L3<—L3/(b—1)
0O O b—-a L3« L3—Lo
£a b=a
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Question 3. Esquissez les graphes des fonctions suivantes. Expliquzlrent les principales
étapes qui ranenta vos graphiques.

f:R-R:x—e X,

-

L.

1
g:R—>R:ix—x*—x°, h:Ro—ﬁR{:XHF-i-l.

La fonction f est paire (pour toux € R,
f(—x) =e I =e"X = f(x)), son graphe
est donc syratrique par rappod I'axe des
y. Pourx < 0, f(x) = €* dont le graphe est
connu. Pourx > 0, on utilise la syratrie
ci-dessus.

Pour|x| grand x* dominex? et donag(x) ~
x*. Pour|x| =~ 0, % est le terme dominant et
doncg(x) ~ —x2. De plus la fonctiory est
paire /x € R, g(—x) = (—x)* — (—x)? =
g(x)), donc son graphe est syptnique par
rapporta I'axe desy. On peut aussi remar-
quer queg(x) = x>(x? — 1) et donc que-1,

0 et 1 sont les trois (seules) racinesgde

Pourh, on a encore une fonction paire (vu
queh(—x) = (j()z +1=%+1=h(x) pour
toutx # 0) et par consquent le graphe de
h est synétrique par rappora I'axe des
y. Quand|x| est grand, Ix* ~ 0 et donc
h(x) ~ 1. Quandx ~ 0, 1/x*> > 0 est t&s
grand, donc aussi(x). Finalement, com-
me I/x? > 0, on avx € R\ {0}, h(x) > 1.
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Question 4.

(a) Prouvez par ecurrence que
a 1\" /a" na+?
(623" ) @
(b) Soiti e C tel quei® = —1. Calculez (en utilisant le point padent) :
i(i 1)”
S 0 i

(@) Le cas de base=1, |'egali€ (1)a verifier devient :

a 1\' [al 1a0
0a/ \0o a

ce qui est trivialement vrai ca’ = 1 etal = a.

Supposons quedgali€e (1) est erifiee pour les naturels< r, prouvons que Egalie (1) est alors
vérifiee poum <r+1 (r > 1). Pour ce faire, il suffit de &rifier (1) poum=r +1, c’esta-dire :

a 1\ /@l (r+1a
0a/ ~\O atl
Par cefinition de I'exponentiation, on a :
a 1\""" ra1\"/a1
0 a - \0 a) \0 a
En utilisant I'hypotlese de&curence poun = r, on obtient :
a 1\ /a ra 1\ /a 1
0 a ~\0 & 0 a
Par multiplication matricielle, on a :
a 1\ /a*l (r+1a
0 a —\ 0 a'tl
(b) Grace au point greedent, cela revierd calculer :
o (1 T\'_ g (" nmh 10y i1y -1 AN,
ZOi_ZOi”_Ol 0 i 0 -1
n=0 n=0

En tenant compte de lgépodicit dei” (modulo 4), et donc d&1, et du fait que la somme de 4
puissances coBsutives de et 0 (car +i+ (—1) + (—i) = 0), on obtient le &sultat suivant :
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» Sit =3 (mod 4, c’esta-diret = 4q-+ 3 pour un certaim € N (unique) :

0

= Sit=0 (mod 4 ett = 4q

<0 29+1+(—29— 1)i)

0

((1) —2CI(1+ 1))

mSit=1 (mod 4 ett =4q+1

1+i
0

m Sit=2 (mod 4 ett =4q+2

—2q(1+i)+4q+1)

1+i

((i) 20+ 1+i(2q+2)i>

Question 5. Soit les nombres;z=

= Mettez z et 2 sous forme trigono#trique.

1 V3 . 2r
Zl——§+|7—0|5? et
Z ——1—i\/§—cis47t
2T T T TR

= Consicerons la matrice Ac R3*3 définie par

11 1
1 z1
1 o

A=

(a) Calculez A.
(b) Déduisez du point (a) la matrice A.

(a)
1 1 1 1 1 1
A=AA=1|1 7 2 lz | =
1 2 74 1 2 7o

—1+iv/3 —1-i/3
— et =—"——.

2

7 =cis(2n/3)

1=_cisO

zp = cis(4n/3)

FIG.1-2,€C

3 1+z1+2 1+z1+2
1+z1+2 1-|—Z%-|—Z% 1+ zn+21
1+z1+2 14+z+22 1—}—2%—|—Z%
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Or,
2 4 .
l+z1+2=1+ ms%r —|—CIS§ =0 (voir figure 1)
. 2n . 4 :
1+2727, = 1+2CIS§ CIS?TC =1+2cis0=3 (car Argz-Z) = Arg(z) +Arg(Z) mod 2r)
. 4 .2
144+ =1+ ms%r + ms% =0 (car ArgZ") = nArg(z) mod 2r).
Donc
300
A2=(0 0 3
0 30

(b) Pour obtenir I'identié a partir deA- A, il suffit d’effectuer les transformations :
mLj—Lj/3avec =123
] L2 — L3

Or, effectuer une transformati@ementaire de ligne sur une matrice reviamhultipliera gauche
cette matrice par I'iden# dans laquelle on a aplligda néme transformation. &s lors, on a :

100 (/300 100
0010 3 0O]-AA=|0 1 0
010 \0o o0} 001
Al
Donc,

00| /111 1/3 1/3 1/3

Al= 00 % 1 z1 )= 1/3 22/3 21/3
0 % 0 1 o 7 1/3 21/3 22/3

Question 6. Soit Ac R™" |la matrice ckfinie par
aii — 21 sii<,
7o sinon.

Calculez le éterminant de A en utilisant la&hode des cofacteurs. Expliquez voteendirche.

2 22 28 ....n
0 22 28 ... 2N
A—|0 0O 28 ... 2n

oo o .. 2

Développons le @terminant dé\ suivant la prengre colonne :
22 23 .. on 23 24 .. on
o 28 ... on ) o 2 ... on
detA=2-det| . . | =2-27-det o ,
o o ... 2n O o0 ... 2
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Et en Epéetant le processus, on a :

detA = 2.22...90 — ol+2+-+n _ on(n+1)/2

REMARQUE : L'argument ci-dessus montre que letdrminant d’'une matrice triangulaire €ip
rieure eségal au produit deslements sités sur la diagonale principale.

Question 7. Soit f: R — R une fonction.
= Définissex f est injectives.

Vx1,X2 € Domf, X1 # X = f(x1) # f(x2)

= Niez la cefinition pécdente.
I, X € Domf, X1 #xetf(xy) = f(x) (2)

s Prouvez que, si f es@piodique, alors f n’est pas injective.
L'hypothese« f est geriodiques signifie qu’il existeT > 0 tel que :

VxeR, f(X+T)="f(X)

En particulier, poux =0, on a
f(T) = 1(0)

(on n'a pas de problme avec le domaine deici car on a suppdsque Donf = R vu qu’'on a
écritf : R — R). Donc en prenant; = 0 etx, = T, on peut dire que

xi#Xe et f(x)="f(x)

ce qui montre que (2) estvifiee, c’esta-dire quef n’est pas injective.

Question 8. Soit Ac R"™", Montrez que si A possle un inverse, alors celui-ci est unique (et on
peut donc employer la notatiorrA pour le cesigner).

SoitB etC deux inverses dé. Nous allons montrer qug = C. Par hypotkse, on a
AB=1=BA et AC=1=CA

Donc
B=B1=B(AC)  (BAC=1C=C 3)

ou (1) utilise I'associativié de la multiplication matricielle. Equation (3) dit bien qu& = C
comme @sité.
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