Mathématique Elémentaire

Testn®1 (15 septembre 2003)

Question 1. Ecrivez I'expression suivante sous forme d’une unique fraction :

aty  (ab+1)d

a+g b(ad+c)

Question 2. L'identité suivante est-elle valable quel que soé R :
VXV x=/X(1+x)? (1)

Sivous epondez par la@gative, dites pour quels x (s’il y en aggalite (1) est valide.

Cette identié n’est pas valable pour toxt R. En effet, pour tout&elx < 0, x n’appartient pas au
domaine de la fonctior — /x. Cette identi est valide quand les diverses racines ont un sens,
savoir quand > 0, 1+x > 0 etx(1+x) > 0. La troiseme irégali& étant une corexjuence des deux
premeres, il eséquivalent de demand&r> 0 etx > —1, ce qui revienf x > 0. En conclusion,
(1) est vraie pour tous les> 0.

Question 3. Ecrivez en bon francais la formule
eR, (Ve>0,[x<e)=x=0

Premere formulation Soitx un élement quelconque dR. Si pour toutelemente deR, la valeur
absolue de est infrieurea €, alorsx est nul.

Deuxieme formulation Un réel dont la valeur absolue est arbitrairement petite est nul.
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Question 4.

= Tracez sur le graphique ci-dessous les droites suivantes :

D1=x+y+1=0,

Do=y=3x—-1,

D3£X:2.
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= Quand une droite D &quation

D =ax+by+c=0.

est-elle verticale (resp. horizontale) ?

— La droiteD est verticale ssh # 0 eth = 0 puisque léquation @rérale d’'une droite verticale

dans le plan&el estx=d oud € R.

— La droiteD est horizontale ssi = 0 etb = 0 puisque léquation @rérale d’une droite hori-

zontale dans le plareel esty=d ou d € R.

Question 5. Calculez les expressions suivantes (dans lesqugldssigne la érivation relative
a la variable x souvent née’ en secondaire, sans @eision de variable) :

n K(X°+ax+3)=2x+a
n da(X%+ax+3) =x
(

m Jy(COSX) = —sinx
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Question 6. Définissez la valeur absoluyg| d’'un nombre el x :

X = X six>0
] —x six<0

Question 7.

» Lorsque x> 0 est petit, laquelle des deux quagtt¥ et x° est la plus petite ? Justifiez.
x3 est plus petit que? lorsquex < 1. En effetx® = x?- x < x? puisquex < 1.

» Esquissez le graphe des fonctions»x? et x— X3 sur la figure ci-dessous.
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Question 8. La formulepulsation maximale du ccewr 208— 0,7 - ageest aussi utiliée pour
déterminer lorsque I'entfinement physique est le plus efficace. Des recherches ontaruunr
c’est le cas lorsque le cceur baB0% de la vitesse maximale de pulsation.

Ecrivez une formule qui donne, en fonction digk, la vitesse de pulsation du coeur pour un
entrainement efficace.

L'expression qui étermine que le coeur bat80 % de sa vitesse maximale ei%t- (208—0,7-
age = 1664 — 0,56- age.

3/6



Mathématique Elémentaire
Testn®1 (15 septembre 2003)

Question 9. Parmi les affirmations suivantes, cochez celles qui sont vraies (a et b sont des
nombres éels) :

[ ] Vaz=a

Il suffit de prendrea = —1 ce qui donne/(—1)2 = /1 =1+ —1. C'est vrai uniqguement si
a> 0. De manére gerérale,v/a? = |al.

O & < |a)?
En fait on a némea? = |a|°.
[] sia< b, alors & < b?

Il suffit de prendrea:= —2 < b:= —1 pour contredire cette affirmation cat =4 ¢ b® = 1.
Sia> 0 (et dondb > 0 aussi), c’est vrai.

[] sia2 <b? alorsa<b

Il suffit de consi@rera:= 1 etb:= —1. En effet, on @® = 1 < b’ = 1 bien quea £ b. Si
a> 0 etb > 0, cette implication est vraie. De ma&né ¢grérale, on peut seulement dire que
a’ < b?=|a < |b|

O] la+bl < [a] + |b]

Il'y a plusieurs mariires de prouver cetteégalie. On peut par exemple utiliser le fait que,
puisque les deux membres sont positifs, elleégsiivalented |a+ b|? < (|al + |b|)2. Comme
on I'a remargeé ci-dessusc|? = ¢, et donc l'iregalié devient

(a+b)2 < (|a]+ |b))? = |a>+ 2|a| |b| + |b]? = a® + 2|a] |b| + b?

En ceveloppanta+ b)? et en simplifiant, on obtierdb < |a||b|. Cette derrére irégali€ est
vraie carlal |b| = |ab| et, quel que soix € R, x < |X].
REMARQUE : Cette iregalie est fondamentale pour le cours d’Analyseddle sera utilise
abondamment.
a
lal_,
a
Cetteégali€ est mise enafaut para:= —1. Elle est vraie si et seulementssi> 0.

O] |a] < bsietseulementsib<aeta<b

[

=) Supposons qui| < b. Commencgons par remarquer que cela implique 0. Distin-
guons deux cas :

= Sia> 0, alors|a] = a et I'hypothese deviena < b. Des lors—b < 0 < a < b ce qui montre
la these.

» Sia <0, alors|a| = —a et I'hypothese devient-a < b ou encorea > —b. Dés lors—b <
a < 0 < bce qui prouve la thse dans ce c&galement.

<) Distinguons de nouveau deux cas.

= Sia> 0, alors|a] = aqui sera< b en vertu de I'hypothsea < b.
= Sia< 0, alors|a] = —aqui sera< b en vertu de I'hypothse—b < a.
O |sinal < 1

C’est une consguence de ladafinition que vous avez vue égnetrique en gréral) du sinus.
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[]1/a<1
Ca ne marche&a pas poua = 1/2! |l faut bien comprendre que est un éel et donc pas

nécessairement un entier ! Vous voyez donc qu’essayer avec quelques exemples (mal choisis)
telsquea=1,a=2,a= 3,... peut donc vous induire en erreur!

[ ] siae]0,1],alorsl/a<1

M&me contre-exemple que ci-dessus. C’est en faitdentraire» qui est vrai :a € |0,1] =
l/a>1

Question 10. Hier soir, en quittant le bureau, j'ai affirén:
«S'il pleut demain, je prendrai mon parapluie (2)

Ce matin il ne pleuvait pas. J'ai pourtant emp®ntnon parapluie. Ai-je menti lorsque jai af-
firmé (2) ? Expliquez.

Non. Posons l'assertion (Ak il pleut demains, et I'assertion (B) « j'emporte mon parapluig.
Si (A) est faux alors (Ay= (B) est vrai quelque soit la valeur dénté de (B). Il suffit de se&ferer
a la table de &rité d’'une implication.

1Y
Question 11. Un projectile est lané a partir du sol
avec une vitesse ¥ 0 et un angle6 > 0 par rapport '0\@
a I'’horizontale (voir figure ci-contre). Selon les lois de .é’\
la mécanique, la positiorfx(t),y(t)) de ce projectile au <
tempst (consigrant que le lane aéte effecté en t=0)
est donge par

X(t) = vcogO)t
y(t) = vsin(0)t — gt?

gravitation

@
yx

ou g~ 9,81 est la constante de gravitation terrestre. Donnez, en fonction de la vitesse de lancement
v, 'angle 6 qu'il faut adopter pour que le projectile retombe le plus loin possible. Justifiez votre
réponse.

(INDICATION : Commencez paréderminer le temps t auquel le projectile touche le sol, calcu-
lez ensuite la distance parcourue et maximisez cette distance par ragppoNous pouvez bien
entendu proéder autrement si vous ledirez.)

Soitt; le temps o le projectile atteint le sol. &8s lors, 0= y(tf) = vsin(0)ts — %gt?. Puisque
ts # 0 (car@ # 0), on obtients = 25 sind.

Donc, on peut calculer la distance entre le point dedaret le point de chute(t;), comme une
fonction de6 : D(0) = 2"32 cos6 -sinf (on a remplaé ts dans la formule de(t) et regaré le

résultat comme une fonction @3. Comme sii26) = 2sin6 - cos, on peut éécrireD comme

D(6) = vgsin(Ze).
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Le sinus atteint sa valeur maximale &2 plus un multiple entier des2 Donc, puisqued €
10,7/2], la valeur ® = /2, c'esta-dire 8 = /4, maximiseD. En ésung, 'angled = /4
maximise la distance parcourue par le projectile et ce quel que soit I'ngle
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