Mathématique Elémentaire

Testn°3 (29 septembre 2003)

Question 1. Soit x ety les deux vecteurs B& (N > 2) définis par
x=(1,1,...,1) et y=(1,2,...,N).
(a) Calculez xy (le résultat doitetre expring sous la forme d’un polyime).

(b) Prouvez par ecurrence le gésultat obtenu en (a).

@ xy=(1,1...,1)-(1,2,...,N)=1+2+---+ N = 3N(N+1) (vu au cours).
(b) Prouvons que, polM > 2, on a
(1,1,...,1)-(1,2,...,N) = IN(N +1). 1)
Cas de baseN = 2. Alors le premier membre de (1) g4t1)- (1,2) =1-1+1-2=3etle
deux&me membre de (1) e$f2- (2+1)) = 3.

Supposons qu’on ait momn1l) pourN < r (hypothese de &currence). Montrons (1) pour
N=r+1.0na:

(1,1,...,1)-(4,2,...,r+1)=1+2+---+r+(r+1) (définition du produit scalaire)

— r(r ;r o) +(r+1) (hypothese de&currence)

:(r+1)~@

On a donc prou& (1) pour toulN > 2.

Question 2. Soit I'équation aX+ bx+ ¢ = 0 avec ab,c € R et a# 0. Prouvez que, si le dis-
criminantA est strictementé&gatif, alors les deux racines de ceétguation sont conjugzes l'une
de l'autre.

Le discrimangétant regatif, les solutions sont doaes pak; = (—b+Yy1)/2aetx, = (—b+y,)/2a

b A =i

oll y1, y» sont les solutions dé? = A, c’esta-direx; = — i_vza etx, = _% —iV8 vu que
b, a, VA, 2 sont Bels,X; = X» etxz = Xy.
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Question 3. Ecrivez 'ensemble suivant sous la forme d’'une union d’intervalles :

E={xeR:(x<0oux>2)et(x<—1loux=0)}.

Grace aux egles de distributivé, on peugcrire

E={xeR:(x<0etx<—1)ou(x<0etx>0) ou(x>2etx< —1) ou(x>2etx>0)}

toujours faux toujours faux

={xeR:(x< -1)ou(x>2)} =]—o0,—1]U]2,+oo]

Question 4. Calculer|(1+5i)%, |(1—5i)4|, |1—5i[%

m |15 =v1+52=126.
- [1-5i[2 = (v/26)° = 26.

m |(1—5i) © |1—5i|* = 267 = 676 ai () utilise la propret |2" = |2|.

n |(1450)% @ 11— 5i|* = 26? = 676 aI (1) utilise la propret |z| = |Z].

Question 5. Quelle estla fonction duldegie dont le graphe est la droite D passant gar—2)
et perpendiculairex la droite D dont uneéquation pararatrique estx,y) = (5,—3) + 1(—1,4),
AeR?

Un vecteur directeur dB’ est(—1,4). PuisqueD etD’ sont perpendiculaires, un vecteur directeur
deD’ sera un vecteur normal @& Uneéquation caésienne d® est donc de la formex+4y=c.
Pour ceterminerc, on exprime que le pointl, —2) appartienta D. Alorsc = —1+4-(-2) =
—1—-8= —9. Uneéquation caésienne d® est—x+4y = —9, c’esta-dire 4 = x— 9 ou encore

1

y=7X— %. La fonction du premier degrdont le graphe e est donc de la formé(x) = %x— %.

Question 6. Démontrer par ecurrence que
vneN\{0}, (142+43+---+n2=2134+234+334...4n

= Le cas de base est= 1. Dans ce cas,&galie a \érifier est = 13, ce qui est trivialement vrai.
= Supposons quedgalie est werifiee poun <r (ou r > 1) et montrons que &galig est aussi
vérifiee poum =r + 1 (et donc pour tous les autres< r +1) :

(1+2+---+(r+1))2: (1424402420 +1) (1424 +1) 4+ (r+1)2

$r(r+1),

estégal, en utilisant I'hypotlse de&currence poun=r et I'égali€ 1+2+---+r =
r+1)°%.

AL+ 3+ (r+Dr+(r+12=34+ + (r+1)2r+1) =213+ +(
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4
Question 7. Soit f: [-3,3] — R la fonction
dont le graphe est repseng ci-contre. Tracez 3 f ;
sur ce néme dessin les graphes des fonctions / :
g et h cefinies par 2 /
1 . - I
9(x) = [f(x)| -2 DS \DNIIE
h() = F(x—1) o / SN
Expliquez votre émarche. -1 /- w "' ;
. -9 W «'
Le graphe dén correspondh celui def trans- l
laté de 1 unié vers la droite. Celui dg est 3 -h
celui de|f| (obtenu en prenant le sytrique

de la partie ggative def par rapporta I'axe -4
desx et en ne changeant riénla partie posi- 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
tive) translaé de 2 uniés vers le bas.

Question 8. Prouvez qué&/z;,z0 € C, |21+ 22| < |z1| + | 22].

Puisque les deux membres de &gualie sont deséels positifs, ce qui est demandstéquivalent
a prouver que

2
V21,2 €C, |a+2zP < (|a]+|z))".

Posong; = a; + bii etz = ap + byi, le premier membre devierh([al +az) + (b + by)i 2, c’est-
a-dire(ag +a2)? + (by +bp)? = a2 + a3+ b? + b3 + 2(aya + by by). Le second membre el |? +
122]2+2]zly |z2|. On est donc raméra prouver que @ az +biby) < 2|z||z,|, ou encore quejay +

biby < |z1||22| = \/af—i— bf\/a%-l- b3, c’esta-dire que le produit scalaire des vecte(as b;) et
(az,b2) est inkrieur ouégal au produit de leurs normes, ce qui est bien connu.

2.5
Question 9. Reésolvez de maére geonetri-
que et al@brique 'inéquation 2 fr- 2ol xS
X| <2—|x—1]. 15—, 58 o
Détaillez les diftrentesttapes de votre raison- 1 . \ Kl /
nement.
0.5 Kl
Le graphe déx| sera en dessous de celui de 2 0
|Xx— 1| pour lesx dans l'intervalle —1/2,3/2]
(en gras sur le graphique ci-contre). Les points -0.5 "
du bord de I'intervalle sont exclus car léga-
lité est stricte. -1
-1.5

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2
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Algébriquement :

IX| <2—|x—1| ssi
SSi
Sssi
SSi

SSi
SSi

(x<2—|x—1]) et(—2+[x—1| < X)
(x—1] <2—x) et(|]x—1| < x+2)
(x—1<2-xetx—1>x-2)et(x—1<x+2etx—1>-x—2)
(x<3et-1 >.—2) et(—1§ 2 etx> —3)

vral vral
x<3etx>—1
xe]-3.3L

Question 10. Soit uv,w trois vecteurs d&2 de néme norme a 0. Supposons que les vecteurs
u,v,w font deuxa deux un angle dé0°. Calculez la norme du vecteurv + w.

Ona:

Ju+v+w|| =/ (U+V+Ww) - (U+V+w) car||x/| = v/x-x pourx € R®

=VU-U+V-V+W-W+2U-V+2V-W+2u-w 2)

gracea la distributivié eta la commutativié du produit scalaire.

Or,u-u=v-v=w-w=a?carx-x= ||x|? pourx € R, etu-v=v-w=u-w= a2 carx-y =
IX|| |lyl| cos@ pourx,y € R3. Donc(2) = v/3a2+ 3a2 = v/6a2 = v/6a (cara > 0).
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