Mathématique Elémentaire
Testn° 3 (30 septembre 2002)

Question 1. Prouvez que l'affirmation suivante est vraie :

Yuve RN, u-v=1(utv)2—lu—v|?).

Soitu,v € RN. Montrons qué|u+V||? — ||u—V||? = 4u-v. Nous savons quex € RN, ||x||%> = x-x.
Ainsi,
lu+ V][ = lu=V[|® = (U+V) - (u+V) = (U=V) - (u=-V)
=u-u+U-v+Vv-U+Vv-v—U-u+U-V4+V-U—V-V
=2u-v+2v-u
=4u-v (car le produit scalaire est commutatif).

: : ) : 3
Question 2. Soit x un réel. Prouvez que, si#Q, alors =X ¢ Q.

On nous demande de prouver gaec R, x¢ Q = (3/7)x ¢ Q. Supposons que cette proposition
soit fausse. Alors il existerait une R tel quex ¢ Q et (3/7)x € Q, c’est-a-dire (par définition
deQ), il existeraita € Z, b € N\ {0} tels que3x = 2. Mais alorsx serait égal & - 2, qui est un
élément d&) (puisque le produit de deux rationnels est encore un rationnel). £edi{a)/(3b))
contredit 'hypothése ¢ @, ce qui montre que la proposition énoncée a la question 2 est vérifiée.

Question 3. La formule
VXeR, [x<2=|x+2/<4

est-elle vraie ? Justifiez votre réponse par une preuve ou un contre-exemple.
PREUVE : Cette formule est vraie. Pour le voir, prenonsanR tel que|x| < 2. Il faut prouver que

IX+2| < 4. Or de l'inégalita+ b| < |a| +|b| aveca:= x etb:= 2, on déduitx+ 2| < |x| + 2| <
2+ 2 =4 oula derniere inégalité utilise le fait qire < 2 (et|2| = 2).
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Question 4. Soit f: R — R la fonction dont le graphe est représenté ci-dessous. Sur cette méme

figure, tracez les graphes des fonctiondR)— R et h: R — R définies par
h(x) = [f(x)]

vx e R, g(x) = f(x—1),

Expliquez brievement votre démarche.
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= Le graphe dg est une translation horizontale d’une unité vers la droite du graplieteeffet,

-3
-3 -2
pour avoir la valeur dg enx, il faut reporter en ce point la valeur deenx— 1 — c’est-a-dire

translater «f (x— 1) » d’'une unité vers la droite.
= Lorsquef(x) > 0, h(x) = f(x) et les graphes dé et g sont confondus. Lorsqué(x) < 0,
—f(x), c'est-a-dire que le graphe teest le symétrique de celui depar rapport a I'axe

h(x) =
desx.
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Question 5.  Pour chaque proposition suivante, cochez la case adéquate qui la précéde. Justifiez
brievement vos réponses.
vrai: [0 Faux:[] vzeC\{0},|z-|77|=1.
On applique la régle de calcul pour le module d’un produit au premier membre, on dhtient
|1zI~|. Puisque le module d’'un régl 0 est ce réel, on Hz] | = |21, ce qui termine la preuve
vu la définition de l'inverse.
Vrai:[ | Faux: VzZeC, |74+|Z|=|z+Z|.
C’est faux, voici un contre-exemple : 5= 2 etZ = —1, on auraif2| 4+ |—1| = |2+ (—1)|, C’est-
a-dire 3=1!
Vrai:[] Faux:d  VzeC (z=|Z ssizeR).
\oici un contre-exemple : &= —1, on aurait-1 = |—1|, qui est égal a 1 par définition dle!
REMARQUE : C’est correct poue réel positif.
Vrai: [0 Faux:[] VzeC (z=zssizeR).
C’est correct, caz = z est équivalent a—z= 0, cad 2 Om(z) = 0 ou encoréIm(z) = 0, ce qui
est équivalent a € R.

: z
Vrai:[ | Faux:d  3JzeC\{0} (Arg(z) # Arg(a))
C’est faux car on a vu au cours quee C\ {0}, Arg(z) = Arg(z/z) carz etz/z sont deux com-
plexes situés sur la méme demi-droite d’origine 0.

Question 6. Soient D et Ddeux droites du plan d’équations respectives
D=ax+by+c=0 et D=ax+by+cd=0.

(a) Sous quelle(s) condition(s) surtac (resp. 4,b’,c’) la pente de la droite D (resp.Dest-elle
définie ? Que vaut alors cette pente ?

(b) Sous les conditions trouvées en (a), prouvez a I'aide de la notion de produit scalaire que les
droites D et D sont perpendiculaires si et seulement si le produit de leurs pentes~daut

= La pente de la droit® (resp.D’) est définie ssb (respb’) est non nul . En effet, I'équation
ax-+ by+ c = 0 peut alors s’écrire 4 c
= ——X— —
Y= b

et la pente vaut-a/b. Idem pour I'équatio®'x+ b’y +c’ = 0.
= Supposons qub,b’ € R\ {0}. Un vecteur normal ® (resp.D’) est(a,b) (resp.(d,b)). Les
droitesD et D’ sont perpendiculaires ssi
les vecteurga, b) et (a,b’) sont orthogonaux ssi(a,b)-(a’,b’) =0
ssi ad +bb =0 ssi ad = —bb
ad a —a

' -1 P —. =
SSI SSI b b

by =1

On conclut grace au point (a).
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Question 7. Prouvez par récurrence que

vn>1,  143+54+749+---+(2n+1) = (n+1)2

PREUVE : Prouvons que I'égalité est correcte paue 1 (la plus petite valeur permise dans
I'énoncé). Dans ce casn2-1 =3 etn+ 1= 2 et donc le premier membre de I'égalité devient
1+ 3 =4, qui est le carré de 2.

Prouvons que si la proposition est vraie pou i, alors la proposition est vraie dans le cas
n =i+ 1. Prouver cette implication revient a prouver que si I'égalité

1434+ (2i4+1) = (i+1)2 (1)
est vraie, alors I'égalité
143442 +1)+1 = ((i+1)+1)° )

est vérifiée. On constate que I& tnembre de (2) s’obtient en ajoutant au premier membre de (1)
2(i+1)+1. D’autre part, sil'on ajoute@+ 1) + 1 au second membre de (1), on obti@int 1)% +

20+ +1=((i+1)+ 1)2. Ceci prouve I'égalité (2) puisque chaque membre de (2) s’obtient en
ajoutant une méme quantité a chaque membre de (2).

Question 8. Soient D et Dles droites du plan d’équations paramétriques

DE(X7y>:(O72)+;L(17_3)7 AER?
D'=(xy) = (50 +u(-39), peR
Ces deux droites sont-elles confondues ? Justifiez en détail.
Recherchons une équation cartésienn® @tD’ et voyons si les équations trouvées vérifient une

regle de proportionnalité. On passe d’'une équation paramétrique a une équation cartésienne en
éliminant le parametre. De I'équation Be on déduit

X=A
y=2-31

Une équation cartésienne @eest doncy = 2 — 3x, c’est-a-dire 8+ y— 2 = 0. De I'équation
cartésienne dB’, on déduit

X= % —3u

y=9u

Une équation cartésienne Béest doncx = % — %y, c’est-a-dire 8+y—2 = 0. Les équations de
D etD’ étant identiques, les droit&set D’ sont confondues.
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Question 9. Déterminez de maniere graphique et algébrique 'ensemble des réels x tels que
X+2| < x|

Justifiez vos calculs.

Xt [X+2|

-1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

On voit graphiquement que le graphexde- |x| se trouve au dessus de celuixes [x+ 2| ssi
x < —1. C'est dire que I'ensemble des solutionsfestx < —1} = |—c0, —1].

Algébriquement, on va distinguer trois cas :

» Six< —2, l'inéquation devient-(x+2) < —X, c’est-a-dire—2 < 0, ce qui est vrai quel que soit
X,

m Si —2 < x< 0, I'inéquation devienk+ 2 < —X, c’est-a-dire < —2, ou encorx < —1 et donc
lesx recherchés sont ceux —2 et< —1.

m Six> 0, I'inéquation devienk+ 2 < x, c’est-a-dire 2< 0 ce qui n’est vrai pour aucun

En conclusion, lex qui satisfont I'inéquation de départ soat—2 (1*' cas) ou> -2 et< -1
(2° cas). Autrement dit, 'ensemble de cegst]—o, —2] U [—2,—1]. La solution est donc I'en-
semble]—co, —1].
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