Mathématique Elémentaire  |"°"°

Prénom:
Examen (30 octobre 2006) Section:

—

Veuillez commencer par écrire en lettres majuscules votre NOM, PRENOM et SECTION (math,
phys, ou info) sur foutes les feuilles. Si une question est étalée sur plusieurs feuilles, veuillez
grouper celles-ci lors de la remise de votre copie. Les feuilles qui ne respectent pas ces
consignes ne seront pas corrigées.

Veuillez lire attentivement les conseils ci-dessous.

m Assurez vous que vous comprenez la question qui vous est posée et faites attention a ce que
le texte que vous écrivez y réponde explicitement (par exemple : le correcteur ne doit pas
avoir a conclure lui-méme).

» Quand il est nécessaire de justifier, votre argumentation doit convaincre le lecteur. En 1’ab-
sence de justification dans un tel cas, le résultat final, méme correct, n’a pas de valeur.

m Veillez a rédiger soigneusement vos réponses ; en particulier structurez les clairement. Notez
que nous ne lirons pas vos brouillons (a faire aux dos des feuilles).

s N’employez pas le dos de la feuille d’une autre question pour finir votre réponse !

Question 1. Calculez : /4
t
) (T+s—1)
s=-3
10 2i
N
i=0 j=i
Question 2. Donnez la négation de la phrase suivante : « Si je parviens a résoudre tous les / )
exercices du syllabus, alors je réussirai I’examen de Mathématique Elémentaire. ».
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Mathématique Elémentaire Nom: |

Examen (30 octobre2006) o |Erenom... |

S S S E—

Question 3. Soient les ensembles

A= {z eC ‘ z est une solution de I’équation Z’ = 1 +2i }
B = {z eC ’ z est une solution de I’équation 7% =3 +4i}

Montrez, sans résoudre les équations, que A C B.

. int
Question 4. Calculez 9, <et4*’2, %,ln(arccosﬁ)).
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Question 5. Soit I’équation
74 =119+ 120i

(a) Montrez que 3 + 2i est solution de (1).

Nom :

Prénom :
Section :

S S S E—

(b) Calculez toutes les solutions de (1) sous la forme a + bi (a,b € R). Détaillez votre raisonne-

ment et vos calculs.
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Mathématique Elémentaire Nom: . . . . . . . . |

Examen (30 octobre 2006) Prénom: . . .
Section: =
Question 6.  Soit la fonction f: R — R3 : x— (x,x?,x). Pour quelle(s) valeur(s) de x la tangente / 4
a Im f est-elle parallele au plan o d’équation 2x+3y —z="77?
Question 7. Soit f: R — R une fonction dérivable et impaire (c’est-a-dire qui satisfait f(—x) = / 4

— f(x) pour tout x € R). Prouvez que les tangentes au graphe de f en x( et —x( sont paralléles quel
que soit xg € R.
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Question 8.

(a) Dites si la proposition (A < —B) A C est une tautologie.

Nom :

S S S E—

(b) Donnez une formule équivalente a (A < —B) A C n’utilisant que les connecteurs logiques —,

A, V. Justifiez votre réponse.
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Question 9. Soit la matrice A = G i

(a) Calculez A% et A3.

)

Nom :

S S S E—

(b) Donnez une formule pour A", pour tout n € N\ {0}, et prouvez la par récurrence.

SRR
(c) Calculez Z (1 1) . Expliquez.

n=1
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Question 10. Soient le point p = (2,—1,4), ladroite D=x+4+3=2—y =

Nom :

S S S E—

27z+1

, et le plan

Y = x —z = 5. Recherchez une équation cartésienne du plan ¢ passant par p, parallele a D et
perpendiculaire a y. Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.
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Mathématique Elémentaire Nom: |

—_—

Examen (30 octobre 2006) Prénom:
Section :
Question 11. Ecrivez I’ensemble
x—/5
A= {x cR ‘ < 1}
Vx2+4x — \/5

sous la forme d’une union d’intervalles disjoints (moins il y en a, mieux c’est).
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Mathématique Elémentaire Nom :
Examen (30 octobre 2006) Prénom :

S S S E—

Question 11 (suite). Poursuivez votre réponse sur cette page si nécessaire.

Question 12. Soit la matrice

a —b —c —-d
b a d -—c .

A= c -d a b ot a,b,c,d € R\ {0}.
d ¢ —-b a

(a) Calculez A’A.

(b) Du point précédent, déduisez A~'. Expliquez votre démarche.
pliq
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Mathématique Elémentaire Nom: . . . . . . . . |
Examen (30 octobre 2006) Prénom: . . .

Section:

—

Question 13. Répondez aux questions suivantes en justifiant briévement votre réponse.

(a) Soit le systeme Ax =0 ou A € R™", x € R"!. Supposons que detA = 0. Combien de solu-
tion(s) ce systeme possede-t-il ?

(b) Soit une matrice A € R"*" dont le déterminant vaut . Que vaut le déterminant de la matrice
B:=3A7

(c) Soient les droites D; = ajx+ b1y = c¢1 et Dy = axx+ byy = ¢3. Quelle(s) condition(s) faut-il
imposer a aj,by,c1,a2,by,cy pour que ces deux droites soient paralleles ?

(d) Pour quelle(s) valeur(s) de A € R les droites D} =y—Ax=2et D, =y = —2Ax— 5 sont-elles
perpendiculaires ?
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006) o Erenom. .o

S S S E—

Question 14.  Soit la fonction f: R — R:x+ f(x) = ax® +bx* +cx+d ot a,b,c,d € R sont des /5
paramétres. Pour quelle(s) valeur(s) de a,b,c,d le graphe de f passe-t-il par les points (4, —14),
(3,—11), (1,7) et (0,10) ? Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.

11/12



Mathématique Elémentaire Nom: . . . . . . . . |
Examen (30 octobre 2006) Prénom: . . .

S S S E—

Question 15. /6

(@) Soit M € R™", Définissez « N est I’inverse de M ».

b\ . e .
4) ou a,b,c,d € R. Sous quelle condition la matrice A est-elle
inversible ? Donnez alors I'inverse de A. Vérifiez votre réponse en utilisant le point précédent.

(b) Soit la matrice A =

(c) Soit la matrice S = ou A € R. Pour quelle(s) valeur(s) de A la matrice S est-elle

3 -2
A =3

égale a son inverse ? Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.
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Mathématique Elémentaire

Examen (30 octobre 2006)

Nom :

Prénom :

Section : Agrégation math

Veuillez commencer par écrire en lettres majuscules votre NOM et PRENOM sur foutes les
feuilles. Si une question est étalée sur plusieurs feuilles, veuillez grouper celles-ci lors de la
remise de votre copie. Les feuilles qui ne respectent pas ces consignes ne seront pas corrigées.

Veuillez lire attentivement les conseils ci-dessous.

m Cet examen comporte une partie commune avec les étudiants de BAC 1 et une partie qui
vous est propre. Le poid de chacune de ces deux parties dans la note finale est de 50%.

m Les explications et justifications de vos réponses doivent &tre congues comme destinées a
vos (futurs) éleves de secondaire. Nous vous recommendons d’étres attentifs a ce point.
Ceci ne doit cependant pas étre utilis€ comme excuse pour dire les choses uniquement in-

tuitivement ou pour manquer de précision ou de rigeur.

m N’employez pas le dos de la feuille d’une autre question pour finir votre réponse !

. int
Question 1. Calculez 9, <et4_’2, %,ln(arccosﬁ)).
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Mathématique Elémentaire Nom: . . . . . . . . |

Examen (30 octobre 2006) o Erenom. .o
Section : Agrégation math

Question 2. Soient les ensembles / 4

A= {z eC ‘ z est une solution de I’équation Z’ = 1 +2i }
B = {z eC ’ z est une solution de I’équation 7% =3 +4i}

Montrez, sans résoudre les équations, que A C B.

Question 3. Donnez la négation de la phrase suivante : « Si je parviens a résoudre tous les / )
exercices du syllabus, alors je réussirai I’examen de Mathématique Elémentaire. ».
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Question 4.  Soit I’équation
Z4 =119+ 120i

(a) Montrez que 3 + 2i est solution de (1).

Nom :

Section : Agrégation math

ey

(b) Calculez toutes les solutions de (1) sous la forme a + bi (a,b € R). Détaillez votre raisonne-

ment et vos calculs.
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Question 5. Soit la matrice A = G i

(a) Calculez A% et A3.

)

Nom :

Section : Agrégation math

(b) Donnez une formule pour A", pour tout n € N\ {0}, et prouvez la par récurrence.

Sy
(c) Calculez Z (1 1) . Expliquez.

n=1
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Mathématique Elémentaire Nom: . . . . . . . . |

Examen (30 octobre 2006) Prénom: . . .
Section : Agrégation math

Question 6. Répondez aux questions suivantes en justifiant briévement votre réponse.

(a) Soit le systeme Ax =0 out A € R™" x € R"!. Supposons que detA = 0. Combien de solu-
tion(s) ce systeme possede-t-il ?

(b) Soit une matrice A € R"*" dont le déterminant vaut . Que vaut le déterminant de la matrice
B:=3A7

(c) Soient les droites D; = ajx+ b1y = c¢1 et Dy = axx+ byy = ¢3. Quelle(s) condition(s) faut-il
imposer a aj,by,c1,a2,by,cy pour que ces deux droites soient paralleles ?

(d) Pour quelle(s) valeur(s) de A € R les droites D} =y—Ax=2et D, =y = —2Ax— 5 sont-¢lles
perpendiculaires ?
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Mathématique Elémentaire Nom: |

Examen (30 octobre2006) o |Erenom... |
Section : Agrégation math

Question 7. Ecrivez I’ensemble

x—/5
v Al

sous la forme d’une union d’intervalles disjoints (moins il y en a, mieux c’est).

A:{XER‘
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Nom :

Section : Agrégation math

Question 8.  Soit la fonction f: R — R : x+— f(x) = ax’ +bx*+cx+d ou a,b,c,d € R sont des
paramétres. Pour quelle(s) valeur(s) de a,b,c,d le graphe de f passe-t-il par les points (4, —14),
(3,—11), (1,7) et (0,10) ? Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.
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Mathématique Elémentaire Nom :
Examen (30 octobre 2006) Prénom :

Section : Agrégation math

Partie spécifique aux étudiants de 1’agrégation.

Question 9. A la question « Soient A, B € R"*". Supposons que B soit une matrice inversible.
Montrez que AB~! = B~!A si et seulement si AB = BA. », un étudiant donne la réponse suivante :

(<) Supposons que AB = BA et montrons que AB~' = B~'A.

AB=BA et BB '=1

ABB ' =A et BB 'A=A
BAB '=A B 'BA=A
car AB = BA B lAB=A

Donc AB~! =B~ A.
(=) Supposons que AB~' = B~1A et montrons que AB = BA.

AB'=B7'A et BB l'=1

ABB ' =A et B 'BA=A
AB 'B=A BB A=A
B 'AB=A BAB'=A

Donc AB = BA.
Pensez-vous que cette réponse est correcte ou qu’elle ne 1’est pas ? Quelle(s) remarque(s) feriez

vous a I’étudiant qui 1’a écrite (pour souligner ses succes ainsi que pour 1’aider a s’améliorer) ?
Veillez a la qualité de votre réponse.
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Mathématique Elémentaire Nom: . . . . . . . . |

Examen (30 octobre 2006) o Erenom. .o
Section : Agrégation math

Question 10. A la question « Soit w € C et soit ¢ une solution de X" = w. Prouvez que toute
solution de X" = w est le produit de o avec une solution de X" = 1. », un étudiant donne la réponse
suivante :

Soit o une solution de X" = w, c’est-a-dire que Q" = w.
Soit B une solution de X" = 1, c’est-a-dire que " = 1.
1l faut prouver que a.- B est une solution de X" = w.
Cela revient a dire que (- )" = w.
Par la régle des exposants, cela devient o " = w.

Or o est solution de X" =w

et B" est solution de X" =1 }par fop-
Donc a"B"=w-1=w.
On a donc que toute solution de X" = w est le produit de o avec une solution de
X"=1.

Pensez-vous que cette réponse est correcte ou qu’elle ne 1’est pas ? Quelle(s) remarque(s) feriez
vous a I’étudiant qui 1’a écrite (pour souligner ses succes ainsi que pour 1’aider a s’améliorer) ?
Veillez a la qualité de votre réponse.
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Question 11.  Soit f: R — R une fonction et a € Dom f.

(a) Définissez, en termes de €-0, « f est continue en a ».

(b) Soit &y € R>?. La formule

Nom :

Section : Agrégation math

Ve €10,&], 36 >0, VxeDom fNja—9d,a+ 6|, f(x) € [f(a)—¢€,f(a)+€] (2)

est-elle équivalente a celle que vous avez donnée en (a) ? Justifiez par une preuve ou un

contre-exemple.

10/15
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Mathématique Elémentaire Nom: . . . . . . . . |

Examen (30 octobre 2006) Prénom: . . .
Section : Agrégation math

Question 11 (suite).

(c) Soit 8 € R>0. La formule
Ve>0,30:0<0 <, VxeDomf, |x—a|<d=|f(x)—fla)| <&

est-elle équivalente a celle que vous avez donnée en (a) ? Justifiez par une preuve ou un
contre-exemple.
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Nom :

Section : Agrégation math

Question 12.  Soit n € N. On considere la fonction f : R — R définie par

xt—1

six# 1
n six=1

(a) Cette fonction est-elle continue sur son domaine ?

(b) Cette fonction est-elle dérivable sur son domaine ?

Expliquez votre démarche et justifiez vos calculs.
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Mathématique Elémentaire
Examen (30 octobre 2006)

Nom :

Section : Agrégation math

Question 12 (suite). Poursuivez votre réponse sur cette page si nécessaire.

Question 13. Un étudiant a écrit sur sa copie que « v/2 = 1,41 ». Pensez-vous que cette affir-

mation est correcte ou qu’elle ne 1’est pas ? Quelle(s) remarque(s) feriez vous a I’étudiant qui I’a

écrite ? Veillez a la qualité de votre réponse.

13/15
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Mathématique Elémentaire Nom: . . . . . . . . |

Examen (30 octobre 2006) Prénom: . . .
Section : Agrégation math

Question 14. On considére un miroir M d’équation y = ax + b. Un rayon lumineux se réfléchit
sur ce miroir de telle maniére que 1’angle d’incidence « soit égal a 1’angle de réflection 3 (voir
figure 1). Si un rayon R d’équation x = Y arrive verticalement sur M, alors le rayon réfléchi R a

pour équation
a

- 1
R=y=ar+b+(5-5)&=7). 3)

De maniere plus générale, un rayon se réfléchira sur un miroir quelconque en suivant la méme loi
a condition de mesurer les angles d’incidence et de réflection par rapport a la tangente au miroir
au point de réflection, comme le montre la figure 2.

FIG. 1 — Miroir plan FIG. 2 — Miroir quelconque

A partir des considérations ci-dessus, montrez que les rayons lumineux arrivant sur un miroir
parabolique parallelement a son axe de symétrie passent tous apres réflection par un méme point
(voir figure 3) et déterminez ce point (qui est appelé foyer du miroir).

.
-~

-

-
.......q..‘

e smmmmmE e
A -

LR N

>

FIG. 3 — Miroir parabolique
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Mathématique Elémentaire Nom: . . . . . . . . |

Examen (30 octobre 2006) Prénom: . . .
Section : Agrégation math

Question 14 (suite). Veuillez poursuivre votre réponse sur cette page.
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