Mathématique Elémentaire
Examen (14 janvier 2003)

Question 1. Niez la proposition

IM e R, VX R, (x>M = [f(x) —x| < M). (1)

Les regles de agation des quantificateurs impliquent queéaation de (1) est
YMER, IXER, =(x>M=[f(x) —x| <M).
Comme—(P = Q) estéquivalena P A —Q, la négation de (1) peut encoreestire :

VM eR, IX€R, (x>Met|[f(x)—x| > M).

Question 2. La proposition(—A < B) VVC est-elle une tautologie ?

Non car elle n’est pas vraie quelle que soient les valeured&deA, B etC. Par exemple, sA,
B etC sont tous les trois faux;A < B est faux (car-A et B ont des valeurs degvité differentes)
et donc

(-A < B) vC ala valeur de &rité « faux»

(car c’est une disjonction de deux propositions fausses).

REMARQUE : On peut aussi dresser la table deite de(—A < B) v C et voir que la colonne
donnant les valeurs deexité de(—A < B) v C n’est pas enérement remplie de 1.

Question 3.  Sachant qua/2003¢ Q, prouvez que/2003¢ Q.

Posonsx := v/2003. Remarquons qué = 1/2003. Proédons par I'absurde et supposons que
x € Q. Dés lorg x? € Q ce qui en contradiction avec ce qu’on affirme savoir ci-dessus.

I appartenance dea@ veut dire quex= p/qavecp,q € Z, p # 0. Dés lorsx? = p?/q? avecp?, g% € Z etg? #0
ce qui montre que? € Q.
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Question 4. Soit f: R — R.
= Donnez une éfinition de« f est injectives :

Vx1,X2 € R, X1 # X2 = f(X1) # f(x2)

= Rappelons que f est strictement croissanteveut dire :
X yeR, x<y= f(x)<f(y). 2

Montrez que
f est strictement croissante f est injective.

Supposons qué est strictement croissante et montrons qu’elle est injective.Xga@t X, deux
nombres eels tels quey # Xo. Il faut prouver quef (x1) # f(x2). Commex; # Xp, deux situations
se pésentent :

m SOitX; < Xp et alors, en utilisant (2) avec= x; ety = xp, on trouve quef(x;) < f(x2) d’ou
fxa) # f(x2) ;

= SOitX; > Xp et, par un raisonnement similaire, oadiiit quef (x1) # f(x2).

Dans les deux cas on arrive donc béla conclusiorf (x1) # f(x2).

: , . . . |a
Question 5. Cochez les cases @quates pour obtenir une formudguivalente )5’ <1:

a > | 0 5 et| O a > 510
< -5 0O ou < |0 -5
ou
a > 510 et| O a > | 0 5
< |0 -5 ou < 5|0

1
k< g(@n+ 1)2, (3)
PREMIERE POSSIBILIE : On sait quesh_; k= 3n(n+1). L'inégali€ (3) se éduit doncd
12,1 _1.2, 1,1
5N +5 <s5N"+35N+3
c’esta-dire 0< 1/8 ce qui esévidemment @rifié.

SECONDE POSSIBILIE : Prouvons (3) par@currence qua.
= Cas de base=1: (3) revienta 1< £32 qui est \erifié.
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= Supposons que (3) soit vrai paue=r et montrons qu'’il le reste pour=r + 1. Pour le membre
de gauche de (3), on a en utilisant I'hypesie de&currence,

r+1 r
Y k=3 ktr+l<g@+1)>+r+1 (4)
1

En ce qui concerne le membre de droite de (3), on a
Lo+ +1)%=k@r+1+22 =L@ +1)2+ 32+ +4=L2r+1%+r+2. (5)

En comparant (4) et (5), on se rend compte que (3) @sfi& pourn=r + 1.

Question 7. Calculez (eréecrivant les @tails recessaires la compeéhension du @oulement
de ces calculs) :

t2

t2 t2
z (v—3) = Z vV— z 3

v=-—2 v=-2 v=-2
=24+ (-1)+ Z) (t?+3)3 (termesy = —2 etv = —1 $paes)
= -3+ Jt?(t*+1) - 3t2-9 (formule ZC:OV: 3n(n+1))

_1:4 542
=1t -12
t ot t t

(Z=p) =5 (#+ 5 (-p)
PaS >
— ; 2+ —p?) = ; (2 (2° somme antisyi@trique)
1 Eps 1 =
= gtt+1)(2t+1) (formule vue au cours)

1k§0 (i> = ilkﬁo (i) S

:;(—Hl)f:;sofzo
=1 =1

Question 8. Soit le polytdtme gx) = agx® +axx2 +ayx+ag oll ag, ay, a, az € R. Supposons que
Zp est un nombre complexe solution deduation x) = i. Calculez la valeur de (o).
P(Z) = 83Z5° + 825" + a1 25 +
—mR+BwE+an+a (carn" =7 eta =a vu quea € R)
= agx3 4+ axx2 + a1X+ ag (le conjuge d’'une somme est la somme des conggju

= p(z) =i =i
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Question 9.
» Donnez toutes les solutions dafisie I'équation 2 = 1.

Les solutions song = cogkn/3) +isin(kz/3) pourk =0,1,2,...,5, ou, explicitement, 1,
SRR RS VA iy VR I

=5 2 = VAR

[
2'2 "2
» En utilisant le point pecedent, solvez kquation 2 = —8. Expliquez votre @marche.

Siw est une solution particére de cett&€quation, alors les nombres, aveck = 1,2,...,5,
sont toutes les solutiong.= iv/2 est une telle solution puisqué = %23 = (—1)38 = —8. Les
solutions de® = —8 sont donc

Wz =W =iv2 wz = —iv/?2

é

W21=—‘/76+i§ wzy = %2 —i

6_ V2
—%—l% Wz =

Mg ™
SN NI%

+i

P IrTrTrTETErTrrErrrrTrrEr FrrrT rrrrrrrrr . = Repésentez aussi pcigment que pos-
: E sible les solutions de &quation 2 =
—8 sur le graphique ci-contre. Expli-

quez votre @marche.

L Le module des solutions d& = 8 est

: * > solution de|z|® = 8 et donc vautz| =

i N ) ] /2. Les solutions se trouvent donc sur
p.dh ‘ E le cercle cent en 0 et de rayon/2

AN , E — qui est celui qui passe par le point

s SR (1,1). Une fois la solutionw tracce @

- N I'intersection de ce cercle et de l'axe
. 3 ] desy), les autres solutions se trouvent

] par rotations d’angler/3 — on ceter-
e E mine ces angles gce aux intersections

g des petits cercles qui forment des trian-

o Bl i ] gleséquilaéraux.

Question 10.

= Prouvez que, pour toutz C\ {0}, on a

z
2%

z

N

Cela cécoule de 'identi |z]2 = zz(qui est aige : siz=a+bi aveca,bc R, on alz]? = a®+b? =
(a—bi)(a+bi)).
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= Déduisez du point @edent que, pour toutz C, on a

, 1
7 =1 ssi z# O/\ZZE'

(=) Si|Z=1,zne peuttre nul (sinorjz| = 0) et la formule pecedente implique que/z=z,
ouencore=1/z

(<) En prenant le module des deux membregdel/z, on alzl = |z = |1/z] = 1/|z|, C’est-
a-dire|z/?> = 1 ou encorez| = 1.

. z1+2
= Soit 7,2, € C\ {0}. Supposons que;| = |z2| = 1. Montrez que le nombre complealeé;;—zz
122
estégala son conjuga.
Calculons le conjugeli de (z1 + 22)/(1+ z122) en se rappelant que le conjugd’un produit

(resp. d'un quotient, resp. d’'une somme) est le produit (resp. le quotient, resp. la somme) des
conjugLes :

-+ Yu+1l/n

1+7z1z  1+1/(z2z)
D+ 2122+1_ 1+
N V4Y) / V4V4) _1—1—2122-

(point pecadent)

Question 11. Soit uv,w trois vecteurs d&®N tels que uw = v-w = 2. On cfinit t = au+ bv
ou a,b € R. Calculez t w. Expliquez votre &@marche.

t-w= (au+bv)-w (définition det)
=au-v+bv-w (bilinéari€ du produit scalaire)
=2a+2b (hypothreses)

Question 12. Soit la matrice

1 2 -4
A=|-1 -1 5
2 7 -3
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= Calculez I'inverse de A, s'il existe.
On utilise la technique de la matrice compagnon :

1 2 -

A=|-1 -1 5
2 7 -3
12 -4 Lo —Lo+Ly
01 1 Ly«—Lz—2L
1 2 4
01 1 L3« L3—3L>
00 2
1 20 L3 < L3/2
010 Lo —Ly—L3
0 01 Ly — L1443
1 00
010 Ly L1 -2,
0 01

= En utilisant le point pecdent, esolvez le systme

X+2y—4z=0
—X—y+52=—-4
2X+17y—3z=2

Ce syséme sécrit sous forme matricielle comme :

1 2 -4\ /X

-1 -1 5 y| =
z

2 7 -3

et donc poside pour solution

X 1 2 -4\ 1t/0 L[~
yl=(-1 -1 5 —4)=3| 7
z 2 7 -3 2 _5

100
01 0|=1
001

1 00

1 10
201

1 0 0
1 1 0
5 -3 1
9 -6 2
7/2 5/2 —1/2
—5/2 —-3/2 1/2
32 -22 6
7 5 -1
5 -3
0

—4

2

—22 6\ /0
5 —1]|-4]|=
-3 1 2

— A1
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Question 13. Calculez les drivees suivantes :
O (€M) = 3y(€) ginpr 1) O (SIN(E +Y)
— &0 9,(SiNZ) |,y xOC +Y)

— Sin(+y) COS(X2+y) 2%

1 - !
@(arc&m) = d;(arcsirg) |Z:1/\/x2+xy+y2 8y( \/m)
1 (-3 %0 +xy+y°) )
VI 2 |21y \ 2 (@4 xy+y2)3/2
1 @ xyty? X+ 2y
2@ axy+y2—1 (@+xy+y2)32
1 X+ 2y

2 (@+xy+y2) /X +xy+y?—1

Question 14. Pour chacune des relations suivantes, dites si elle est une fonction et, dans I'affir-
mative, @terminez son domaine. Justifiez vepanses.

s f:Ro—R:x—ytelquey>0ety+2=x.

Pourx fixé, 'equationy? = x — 2, aura une solution unique> 0, & savoiry = v/x— 2, Six > 2
et aucune solution si< 2. f est donc bien une fonction carunx correspond au plus un Par
ce qui vient détre dit, Domf = {x: f(X) existe = {X: X > 2} = [2,+o0].

s g:R—R:x—ytelquey—y=x.

Ce n’est pas une fonction carcertainx correspond plusieuss Plus conogtement, poux = 0,
les trois valeury = —1,y = 0 ety = 1 sont solution dg? —y = x.

s h:RX]—R:p— fol p(x)dx. (Rappelons qu&[X] est 'ensemble des polymes en la
variable X et que, pour g R[X], p(x) désigne le ésultat de lévaluation de p en x.)

C’est une fonction car, si l'iiigrale def existe, alors celle-ci est un nombreet bien @fini.
De plus, l'integrale d’un polydme sui0, 1] existe toujours (on peut@&me la calculer explicite-
ment). Par corequent Donin = R[X].

Question 15. Soit f: R — R : x+— sin(x) et g: R — R une fonction érivable telle que @L) = 0,
0(2) =1,dg(1) = 2etdg(2) = 4. Calculezd(fog)(1).

La formule de é@rivation des fonctions compess dit que

d(fog)(1) =af(g(1))dg(1) =2 f(0)dg(1) = (cosQ2=2.
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Question 16. Soit f: [0,4] — [—2,2] une fonction continue. On pasde les informations suiv-
antes sur f :

» f(1)=0et f(4) =1;

= en x= 2, la droite tangente au graphe de f a poeguation y= —2x+4;
= f vérifie la propriéte de syrétrie : V§ € [0,2], f(2+&)=—f(2—&);

= f est croissante sup, 1].

Esquissez le graphe de f sur la figure ci-dessous. Expliquez \armardhe.

> 5 Le graphe de la fonction passe gar f(1)) =
(1,0) et (4,(4)) = (4,1). De plus, six~ 0,
L5 f(x) ~ —2x+4; en particulier,f(2) = 0. La

relationf(2+ &) = —f(2— &) dit que la fonc-
tion est syrétrique par rapport au poirig, 0).
s y En particulier, poug =1, f(3) = —f(1)=0et
pour{ =2, 1= f(4) = —f(0) i.e., f(0) = —1.
0 On relie alors les difrents points en respec-
tant la stricte croissance s{0,1], la tangente
05 enx = 2 et la synétrie.
: Cette fonction f est-elle injective ? Justifiez.
. Elle ne I'est pas. En effef,(1) = f(2) = f(3) =
15 0, ce qui contredit lag&finition d’injectivité (voir
) page 2)

1

-1

-2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Question 17. Soit Ac R?*2, Notons A la transpoge de la matrice A. Montrez que A est in-
versible si et seulement si Ast inversible.

Supposons qua est inversible. En appliquant la fonctiertranspositions a la relatiolAA™t = 1,
on obtient
(A HA = (AA DY =1t =1.

Ceci veut dire quéd' posgde un inversed savoir(A~1)!). Invere&ment, siA' est inversible, le
raisonnement @cedent montre que = (Al)t est inversible.

Question 18. Trouvez un polydme de deg3, p(x) = o+ aaX+ X + agx®, vérifiant p(1) =
1, p(2) = 15, p(3) =51etdyp(—1) = 11

Ecrivons les contraintes ew, ..., 03 :

p(l) =opt+ot+ot+oz=1
pP(2) = ap+ 201 + 40+ 8az = 15
pP(3) = ap+3a1 + 90 + 2703 = 51
Kp(—1) = (01 + 20X+ 303 )y _1 = 0 — 2015+ 33 = 11
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Sous forme matricielle, cela&rit :

11 1 1 (o7 1
12 4 8||og| |15
1 3 9 27)|a] |51
01 -2 3 a3 11

Résolvons ce syste paglimination Gaussienne :

11 1 111
Lo —Lo—L1 01 3 7|14
L3« L3—L1 0 2 8 26|50
01 -2 3|11
11 1 1|1
Lz «—L3—2L, 01 3 7|14
Lg+—Ls—Lo 00 2 12|22
0 0 -5 —4|-3
111 1|1
Lz —L3/2 013 7|14
Lg«— Ls+5L3 0 01 6|11
0O 0 O 26|52
D'ou
52
—2_
%= 26

O = 11— 6063 =-1
o =14—703—30p =3
adgp=1—-az3—ar—o1=-3
et par consquent
p(X) = —343x— X2+ 2.

(On peut erifier qu’'on n'a pas fait d’erreur grossie dans les calculs évaluant par exemple

p(1)...)
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