Mathématiques Elémentaires
Testn°5 (11 octobre 2010)

Question 1. Soir 71 = p; cis 6y et zp = pycis 62. Donnez, lorsqu’elle existe, la pente de la droite
passant par 71 et 73 en fonction de p1, 0y, pa, 6.

Les coordonnées de z; sont (p; cos 0y, p sin 6) et celles de z, sont (p; cos 6, pp sin 6,). Par consé-
P1 sin 91 — P2 sin 92

p1cos 0y — pacos b,

quent la pente de la droite passant par ces deux points est . La pente existe

donc si pj cos 8; # p; cos 6.

Question 2.

(a) Donnez la table de vérité de PV Q < —P A Q.

(b) Donnez une proposition « simple » équivalente a (a).

(@ P|O|-P|PVQ|-PAQ|PVQ < -PAQ
0/0[ 1] O 0 1
0/ 1] 1] 1 1 1
1/olo| 1 0 0
1l{1]0]| 1 0 0

(b) On voit que —P est équivalente a la proposition (a).

Question 3.  Donnez, en bon frangais, la contraposée de la phrase « si je réussis, alors je partirai
en vacances ».

La phrase est de la forme A = B ; par conséquent sa contraposée est =B = —A. En francais, cela
donne : « Si je ne pars pas en vacances alors je n’ai pas réussi ».
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Question 4.  Résoudre, dans C, I’équation X3 = —2 + 2i. Représentez les solutions dans le plan
complexe.

Le module de —2 + 2i est \/(—2)2+22 = 31
V8 = 2v/2. De plus, —2 + 2i se trouve o]
sur la bissectrice du quadrant « x négatif A/'./ 2 1 - -
et y positif » (c’est-a-dire abscisse néga- / . | ) g
tive et ordonnée positive). Par conséquent K P R ﬂC1§Z
—2+2i=2y2cis 3. f lir [ N
Il s’ensuit qu’une solution particuliere L ¢ \ \

de X3 = —2 +2i est \/Ecis4 En ef- F—— — | |

f Lom\3 3 -3 -2 -1 1/ 2. 3
et (\/_0154) = (\/5) (01s ) =2V2- . ,

\ ’ /
cis %’. Par conséquent, les solutions de N o f s 1T

X3 = —2 4 2i sont ﬂcis%-u ol u est Toeb-
solution de X3 = 1, c’est-a-dire que les 9
solutions sont \/icis4 1, \/501s4 - Cis 23” 1T
et \/icis4 cis43”, ou encore 2c1s4, 3:«// /
\/5015“” et \/_015 Lz B

-

Question 5. Soient les matrices

-3 0 4 _1 -2

A=1|-1 2|, B:( > C=(1 0 -2), D=|-3
0 2

11 —4

Calculez, si possible, B-A'", A-D, C-D et D-C.

L (4 =1\ (-3 -1 1

B'A:(o 2)'(0 2 1>
_(4-(—3)+(—1)-0 4.(=1)+(-1)-2 4-1+(—1)-1>
“L0(=3)+2:0  0-(-1)+2-2  0-1+42-1

[(-12 =6 3
Lo 4 2/

Puisque A € R>*? et D € R3*!, on ne peut pas calculer A - D car le nombre de colonnes de A (ici 2)
n’est pas égal au nombre de lignes de D (ici 3).

-2
C-D=(10 =2)-|=3|=(1-(=2)+0-(=3)+(-2)-(—4)) =6.
—4
-2 —2-1 —2-0 —2-(-2) -2 0 4
DC=|-3]-(1 0 =2)=(-31 -3.0 -3-(-2)|=|-3 0 6
—4 —4-1 —4.0 —4-(-2) -4 0 8
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Question 6. Calculez
x 07 (sin(Ar)) = 9, (9 (sin(Ar))) = 0 (cos(Ar) & (At)) = (7L cos(At)) =
= A(—sin(A1) 9y (Ar)) = A(—Asin(Ar)) = Zsin(At).
n 9, (exp(3u?) - sin(cos(au))) = 9, (exp(3u?)) - sin(cos(a ))+exp(3u ) - 9u(sin(cos(au))).
La dérivée de chacun des termes vaut
> du(exp(3u?)) = du(exp(v)|y_3,2) =
> Jy(sin(cos(au)))

= A0, (cos(Ar))

(dvexp(v))|,_s,2 - Ou(3u*) = exp(3u?) - bu.
= 0u (sin(v) |, —cos(an)) = (A sin(v)) ‘VZCOS(W) - 9y (cos(au))
= cos(cos(au)) - 9y (cos(W) |w—au)

= —asin(au) cos(cos(au))

= cos(cos(au)) - (—sin(au) - a)

Donc, au final, la dérivée demandée est d, (exp(3u?) - sin(cos(au))) = 6u e’ -sin(cos(au)) —

aed’ sin(au) cos(cos(au)).

Question 7.  Soient les droites
D, Ex—my+m2 =0,
Dy =x+m*y+m=0,
ou m est un parametre réel.

(a) Pour quelle(s) valeur(s) de m les droites D\ et D, sont-elles sécantes ? Expliquez votre rai-
sonnement.

(b) Pour les valeurs de m pour lesquelles Dy et D, sont sécantes, recherchez les coordonnées du
point d’intersection.

(a) Demander que D et D, soient sécantes revient a demander qu’elles aient un unique point
d’intersection. On a vu que cela se produit lorsque le déterminant du systeme formé par les
équations de D et D, est non nul.

. . 1 —m .
Ce déterminant vaut L o2 = m*>+m. Or m>4+m =0 ssi m =0 oum= —1. Les deux

droites sont donc sécantes lorsque m € R\ {0, —1}.

(b) Supposons que m € R\ {0, 1}. Les coordonnées du point d’intersection peuvent étre calcu-

lées avec les formules de Cramer. On a D| = x —my = —m? et Dy = x+m*y = —m, on en
déduit que le point d’intersection est (xg,yp) ou
—m?* —m
| -m m? —mt—m? —m(m®+1)
H0= m?+m m2+m m+1 7
1 —m?
o em| —mtm® m—1
Yo = m?+m m>+m  m+1
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Question 8. La fonction f : R — R : x — x* — x? est-elle injective, surjective, périodique ? Jus-
tifiez vos affirmations.

Remarquons que cette fonction possede comme racines —1, 1 et 0. Elle n’est donc pas injective
puisque x; :=0# xp :=l et f(x1) = f(xp) =0.

Elle n’est pas non plus périodique vu qu’elle ne possede que trois racines (si elle était périodique,
elle devrait avoir soit 0 soit une infinité de racines).

Finalement, elle n’est pas non plus surjective car quel que soit x € R, f(x) > —1 et donc, par
exemple, I’équation f(x) = —2 ne posséde aucune solution (i.e. —2 ¢ Im(f)). La borne inférieure'
sur f se déduit des considérations suivantes :

msix<—-loux>—1,onax*>x?etdonc f(x) >0> —1;
msi—1<x<l,onax*<letdonc f(x)>0—12=—1.

Question 9.
(a) Soient les droites
D= (x,y,2)=(1,-1,2) +A(-2,1,3), oa A €eR,
Dy = (x,y,2) = (0,3,4)+u(—1,0,5), ounuecR.
Recherchez, s’il existe, le point d’intersection de ces deux droites.

(b) Soient le plan o = x —2y+ 3z = \/2 et la droite D dont un systéme d’équations cartésiennes
est1+x=2y+1=z/A% o A € R\ {0}. Pour quelle(s) valeur(s) de A la droite D est-elle
parallele au plan o ?

(@ OnaD; = (x,y,2) =(1=2A,—14+A1,2431) A €R) et D; = (x,y,2) = (—u,3,4+5u)
(u € R). Rechercher le point d’intersection revient a savoir si on peut trouver A, 1 € R tels
que (1 =24, —14+A,2434) = (—u,3,4+5u), c’est-a-dire

1-24 =—pu, (1)
—14+1=3, ()
2431 =4+5u. 3)

De (2), on déduit que A = 4 et, en remplagant dans (1), on obtient 4 = —1+2A = 7. En
remplacant A par 4 et u par 7 dans (3), on a 2+ 34 = 14 # 4+ 5u = 39. On en déduit
que (1), (2) et (3) ne sont pas simultanément vérifiées et donc que les deux droites n’ont
aucun point d’intersection.

1 y+3
(b) Un vecteur normal de o est (1,—2,3). Ona D = Xl _ YT

z
=T T2 et donc (1,3,42)
2

est un vecteur directeur de D. La droite D est parallele au plan « ssi un vecteur normal de
o est orthogonal & un vecteur directeur de D, cad ((1,-2,3) | (1, 3,A%)) =0, c’est-a-dire
1—143A%2=0,cad A =0. Or A # 0 par hypothese, on ne peut donc pas trouver de valeur
pour A qui fait que D soit parallele a c.

'Une analyse plus fine de f permet de déduire que Vx € R, f(x) > —1/4.
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