Mathématique Elémentaire
Testn° 6 (21 octobre 2002)

Question 1. Résolvez, par la méthode de I'échelonnement, le systémefot xc R*! et

A= (ajj) 1<i<4 €St définie parg = j —i.
1<j<a

Le systemeAx = 0 s’écrit matriciellement sous la forme :

O 1 2 X1 0
-1 0 1 2 X | 0
-2 -1 0 1 x3] |O
-3 -2 -1 0 X4 0
La matrice augmentée de ce systeme est donc
O 1 2 3|0
1 0 1 2|0
Abl=1 5 1 o 10
-3 -2 -1 0|0
Echelonnons cette matrice.
-1 0 1 2|0 1 0 -1 -2|0
Alb] O 1 2 3|0 O 1 2 3|0
Lol | =2 =1 0 1|0 | L) | =2 -1 0 1|0
-3 -2 -1 0|0 -3 -2 -1 0|0
1 0 -1 —-2|0 1 0 -1 -2|0
O 1 2 3|0 01 2 3|0
Ly—Lz+2L4 0O -1 -2 -3|0 Lg—Lz+Ly 00 O 0|0
La—Lg+3L1 O _2 _4 —6 O Lg—Lg+2Lo O 0 O 0 0
La matrice échelonnée correspond au systeme
X1 —X3 = 2% =0 ou encore XL = X3+ 2
Xo+2X3+3X4 =0 Xp = —2X3 — 3X4

L'ensemble des solutions du systéAve= 0 est donc
S={(A+2u,—24 —3u,A,u): A, u € R}.

Le systéme est donc doublement indéterminé.
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Question 2.  Soit f: [0,4x] — R?:t— (x,y) = f(t) la fonction dont le graphe et 'image sont re-
présentés ci-dessous. Déterminez, a partir de ces graphiques, si f estinjective et si f est surjective.
Justifiez vos réponses.

La fonction f n’est pas surjective. En effet, le
point (xq,y1) € R? ci-contre n'appartient pas a
limage def. Autrement dit(xy,y1) € R?\ Im f
et donc Imf # R2.

La fonction f n’est pas injective. Cela résulte
du fait que le point(Xp,Yo) — qui est un point
d’intersection de la courbe image di@vec elle-
méme — est I'imagd; et t, (voir graphe ci-
dessus). Autrement dit, on a

(X0,Yo) = f(t1) = f(t2) avect; #t2

ce qui contredit la définition d’injectivité. (On
aurait aussi pu argumenter la non-injectivité de
f & partir def(0) = (0,0) = f(4x) bien que ce
fait soit peut-étre moins évident sur le dessin.)
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Question 3. Soit f et g deux fonctions infiniment dérivables, c'est-a-dire qud®, &,
fW,...etd,g?, g%,..., d",... existent pour tout & 1.

(a) Sachantquéfg)’ = f'g+ fd/, prouver par récurrence que pour toutnl,

M _ (M0 M con-vg o (M) i) L PN N LA WP )
(fg) (O)f g+<1)f g+ +(i)f g+ +(n—1 f'g + 0 fg

(1)

(b) Ecrire la formule (1) en utilisant le symboE.

(b) Laforme d’'unterme général de la somme est visible dans le terme central de (1). (Pour vérifier
qu'elle est valable pour tous les termes, il suffit de se rappelef ue- f etg® = g.) Donc,

(fo™ = i (:‘) Fn-i)gi)

(@) = Le casn=1 consiste a vérifier que

(fg)' = f'g+ fd 2

(vu que () = (3) = 1), formule qu’on sait étre vérifiée.
s Pour prouver que, pour toat> 1,

(fg)™ — i (’I‘) Fn-ig) 3

il reste a démontrer I'étape d’induction, c’est-a-dire a prouver que, si (3) est vraienpour
alors (3) est vraie pour=1+1, aved > 1. Par hypothese de récurrence, on a

it =3 (o .

Par définition de(fg)!+Y, on a(fg)!+V = ((fg)") = (3!_o (1) f1-Vg")’, au vu de (4). En
utilisant (2) et le fait que la dérivée d’une constante fois une fonction est cette constante fois la
dérivée de la fonction, on obtient

| o L
(fg)(+D) — % (:) 01 g) 4 f0-igi+D)],
i=

Par conséquent, si on regarde le coefficienf @€ g pour unk € {0,...,1 + 1}, on obtient
(1) + (1) (le deuxiéme terme provient du fait quei st k— 1, f( g+ = {(1+1-KgK)) On a

vu au cours qué,) + (,.',) = ('11). Ceci termine la preuve (on a utilisé les conventidrs) =

(I+|1) =0).
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Question 4. Prouvez que la fonction{0,1,2,3,4,5,6} — {0,1,2,3,4,5,6} définie par
h(x) = x*mod 7

n’est ni injective, ni surjective.

x |0]1|2]3|4|5]|6
xmod7|0|1|4|2]2]4]1
Si h était surjective on aurait Ith) = {0,1,2,3,4,5,6}. Ce n’est clairement pas le cas : le tableau
montre que Inth) = {0,1,2,4}. L'injectivité signifie que deux points distincts ont des images
distinctes : ce n’est pas le cas puisdnig) = h(6) par exemple.

Question 5. Mettez les images des fonctions suivantes sous la f¢(rg) € R? : P(x,y)} ol
P(x,y) est une formule sans quantificateurs.

» f:[0,27] — R?:t+— (cod,cost)
x g:R? - R?: (u,v) — (U+V,V)

Par définition, Inif) = {(x,y) € R?: 3t € [0,2x], (x,y) = (cost,cost)}. Or (x,y) = (cost,cost)
est équivalent a
X = cogt
y = cost
ce qui impliqguex =y. De plus, pour qu’'un coupléx,y) avecx =y s’écrive sous la forme
(cogt,cos), il faut quex € [—1,1]. C'est aussi suffisant. Donc
Im(f) = {(x,y) e R?: x=yAx€ [-1,1]}.
En ce qui concerne la fonctiay on a
Im(g) = {(x,y) € R?: (x,y) = (u-+V,v) pour certainsi,v € R}
B 2. X\ 11 u
= {(x,y) € R°: Ju,vtel que (y) = (O 1) (V>}
= R?
Prouver cette derniére égalité revient a établir deux inclusions :
(S) par définition de Infg).

(2) Il suffit de prendre pouu, v ceux donnés par

(-G (-6 D)
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Question 6. Soit I'équation polynomiale
anZ"+an 12" 1+ 4+aZ+a=0 olulesacR. (5)

(a) Prouvergue si u est une solution dafisde (5), alorsu est aussi une solution de (5). Justifiez
toutes les étapes de votre preuve.

(b) Du résultat prouvé en (a) et du fait que, si# 0, alors I'équation (5) a n solutions dargs,
déduisezjue si n est impair et sia# 0, I'équation (5) a (au moins) une racine réelle.

= Par hypothése, on g{‘zoajuj = 0. En appliquant le conjugué a chague membre, on obtient
>"_oajul =0. Puisquey - = 5, cela devients_,a;ul = 0. En utilisant[]- =[], on obtient
ZTZOa_jUJ = 0. Puisque le conjugué d’un réel est un réel et vu I'nypothése sar,lea obtient
> 0a;ju’ =0, ce qui est exactement la définition da est solution de I'équatio§_ga;Z! =
0 ».

» Puisque su € C\ R, U # u, on peut regrouper les racines par paires et donc le nombre de
racinese C\ R est nécessairement un nombre pair. Par conséquengssiimpair eta, # 0,
I’équation (5) a une racine réelle (puisqu’elle possedacines complexes).

Question 7. Calculez les dérivées suivantes :
n O X%y +In(ax? + bxy-+ cy?))

= dy(sin(y?cogx?ev)))
n o (arcsinv/t))

1

ax +bxy+cy?
2ax+ by

ax2 + bxy+ cy?
dy (sin(y?cogx?e¥))) = (o sint) -2 coseen) (Y2 cogx%eY))
= cos(y?cogx’e¥)) [2ycogx?e¥) + %9, cos(xzexy)]
= cog(y? cogx’e¥)) [2ycogx%e¥) + y? (- sin(x’e¥) ) x3eY]
o (arcsir(v't)) = (duarcsiru) \u:ﬂ SOVt

Ik (X2y+In(ax + bxy+cy?)) = 2xy+ k(@ + bxy-+ cy?)

__ 1 e
V1-u2lu=vt 2
1
2V/1-tt
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