Mathématique Elémentaire
Testn°4 (18 octobre 2004)

Question 1. Prouvez par écurrence que, pour tout@ N\ {0}, la somme de tous les nhombres
impairs del & 2n— 1 vaut If.

Le cas initialestn = 1. Il estéquivalentx montrer que % 12 (puisque 21— 1 = 1). C’est trivia-
lement \erifié.

Pour I'etape de&currenceon suppose que l'assertion est vraie poug b < k (hypotrese de
récurence), et on va montrer que la somme de tous les nombres impaigs 2{k & 1) — 1 vaut
(k+1)?; c’esta dire

k+1
Y (2i—1) = (k+1)%
=1

Par hypotlese de&curence, on a

k
(2j—1) =K.
j=1
Ce qui nous permet éctrire
k+1 k
Y Ri-1)=3Y @i-1)+2Kk+1)-1=K+2k+1=(k+1)?
=1 j=1

Par le principe deacurence, on a donc proaVassertion quel que saite N\ {0}.

Question 2. Résoudre, en fonction de € R, le syséme suivant :
—2X+y—52=0
3IAX=A(y+2)
Interprétez gonetriquement vosasultats.
Si A =0, la deuxeme équation est trivialementévifiee et le systme se &duita la premére
équation. Celle-ci peut 8trirey = 2x+ 5z. L'ensemble des solutions est donc
S={(a,200+5B,8) | &, B € R}.
Il s’agit du plan déquation—2x+y—5z= 0.
Si A # 0, on peut simplifier pak dans la deuximeéquation. Le syg&ime devient :
{—2x+y—52:0 (1)
3X—y—z=0 (2)

Si on additionne les dewaquations (1} (2), on obtient [equationx — 6z = 0, c’esta-direx = 6z
En remplacant dans (1), on obtignt 2x+ 5z = 17z L'ensemble des solutions est donc

S={(6a,17at,c0) | o € R}.
Géontetriqguement, les deux plansadjuation—2x+y—5z= 0 et X —y—z= 0 se coupent suivant
la droiteD dont uneéquation (paragtrique) estx,y,z) = «(6,17,1), o € R.
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Question 3. Soit RC R x R la relation dessige , y
sur la figure ci-contre. Cette relatiorédinit-elle une
fonction f ? Autrement dit, 2
\ /ey \r
f:R—R:x— (ytelque(xy) €R) !
X
est-elle une fonction ? Justifiez votéponse. ’
-1

R ne cfinit pas une fonction. En effetl,y) € Ret / (1Y)
(1,y) € Ravecy # Y ce qui contredit la éfinition 2
de fonction & unx doit correspondre au plus yn 3

Question 4. Calculez les érivees suivantes :

2\/X
= (e )= —2te?

5 cogxy)\ —sin(xy)y Si”X—COS(XY)N%(COSX _ —ysin(x)sin(xy) — 5 cog(xy) cogx)
) X< sinx) B sinx B (sinx)3/2
2 4 cos¥) = & X\ _ o oy (—sin®) (=X
- ay<e?‘ +cosy> =t ax(xf2(+au)((cow) ru_x/yay(y> =& 2xy+( smy)( y2>
:2xyexy2+?sin§/

Question 5.  Pour quelles valeurs d& < R la relation suivante éfinit-elle une fonction :
f,:R—R:x—ytelquey=0et(y—|A1]|+1)%=x
Pour cesi, calculezDomf; .

RESOLUTION GRAPHIQUE: Si on lit la relation(y — | 4| 4+ 1)? = x commex donré en fonction
dey, on voit qu'il s’agit d’une parabole dont le sommet est(&ry) = (0,|A| — 1) — c’est une
translaée verticale de la parabake= y?.

Or, on ne s’ingresse qu'auy > 0.
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Si|A|—1> 0 alors pourx proche de 0, il y a deuy > 0 différents qui lui correspondent ce qui
veut dire quef, n’est pas une fonction.

Si|A|—1< 0 alors,a chaquex, il y a au plus un
y qui lui correspond et doné; est une fonction. |
Donc, B

f, estune fonctions [A| < 1 , /
ohe " (p,0)

Le domaine def, étant 'ensemble despour les-
quels uny existe, le graphigue montre qu’il sera de |
la forme[p, +oo[ oll (p, 0) verifie (y— [A| +1)% =X,
c’est-a-dire,

Domf), = [(JA| —1)2, +oo[

RESOLUTION ALGEBRIQUE! ;

Six < 0, il 'y a aucune solutioy € R & I'equation(y — |A| +1)? = x.

Six > 0, I'equation(y — |A| + 1)? = x posgde deux solutions
y1=vX+[A[-1 et yp=—vXx+|A|-1.

Parmi ces solutions, seules nougnessent celles qui sopt0. En fait, vu quef, est une fonction
si et seulement si chaquex correspond au plus un on

f, estune fonction < Vx> 0, au plus une des deux solutions es®.
Oryi > yo. Par conéquent, il faut et il suffit qug, < O pour avoir une fonction (saufgi =y») :
f, estune fonction < Vx>0, y» <0ouy; =Y.
Commey; =y> < x=0,0na

f, estune fonction & Vx>0, y,<0
Vx>0, [A]—1< /X
A|—1<0

Al<1

Ae[-11]

Tt o0

lUne des deuxésolutions, graphique ou a@grique, suffia repondrea cette question. Il est cependant &mgtif
de pouvoir faire les deux.
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Pour cest, la valeur def, (x) seray; pour autant gu’il soit= 0 :

Domfy = {x|y1 >0} = {x>0| vX+[A| -1> 0}
= {x=0[x= (1-|A)?} = [(1—[A])? +oo]

Question 6.

(a) Prouvez que les complexeis(2kr/n), ke {0,...,n— 1} sont les racineshde l'unité.

(b) En déduire toutes les solutions complexes @ggations X =2 et X* = —1.

(a) Il faut vérifier (par @finition des racines® de l'unite) que(cis(%))n =1 (pourke{0,1,...,
n—1}). Par la formule de De Moivrécis(%))n = cis(2kn) = cis(0) = 1. Puisque les
élements ci@%) aveck € {0,...,n—1} sont des complexes distincts, on a fesacines
de I'equationZ" = 1, c’esta-dire les raciner® de l'unité.

(b) Une solution d&X® = 2 esty/2. D’autre part, par le point (a), les solutionsXfe= 1 (dansC)
sont les ci(sZKT”) (k € {0,...,4}). Par un tikoRme vu au cours, on enatluit que les racines

complexes d&® = 2 sont lesy/2cis(%2) (k € {0,...,4}).

Une solution d&X* = —1 = cis(x) est ci¢%). D’autre part, les solutions & = 1 sont— en
vertu du point (a) — ci 'jf) (k € {0,...,3}). Donc par le ttome vu au courdon deduit
que les racines d¥* = —1 dansC sont les cié%) - cis(z"T”) (k € {0,...,3}), c'esta-dire

cis(%), cis(37), cis(2F) et cig XF).

Question 7. SoitA = q2/4+ p3/27 et supposons qui > 0. Prouver que

r=ri+r, avec h=+\/—3q+VA et rp=1/-3q-VA

est solution de Bquation 2 + pz+q=0.

Remarquons que; etr; € R et sont bien éfinis vu I'hypotheseA > 0 et l'unicité de la racine
cubique d'un eel.

Par cefinition de la notion de solution, il suffit deévifier que(ry + rg_)3 +p(ri+r2)+qg=0. En

utilisant la formule(ry +1r2)% = r3 +3r2rp + 3rr3 +r3 = r3 + 3r1r2(ry +r2) +r3 et le fait que

riry = \3/(—%q)2 —A= \?/—Zi?p3 = —2p (par ckfinition deA). On doit \érifier que

1 1
—50+VB+3(=3p)(r1+r2) — 50— VA+p(ri+r2) +9=0

ce qui est clairement le cas agrsimplifications.

20n peut Ienoncer comme suit. Saite N, a € C etz € C tel quez) = a. On a :z est solution de" = a si et
seulement sz s’écrit commezy - U ol u est une racine® de I'unité (i.e.,u" = 1).
3Cf. note en bas de pageguedente.
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