Mathématique Elémentaire

Testn°2

(4 octobre 2004)

Question 1.

Soient u = (uy,uy,...,uy) €RN etv=(vi,va,...,vy) € RV,

» Définissez la norme de u, notée ||ul|.

||u|| = u%+u%+'~'+u12v

» Montrez que ||u)|*> = u-u oil < - > désigne le produit scalaire sur RY.

Ona

u-u= (u17u27"'7uN)'(u17u27---;uN)
=ui+tus+-+uy par définition de < - >
2
= [ul|

n Montrez que ||u+v||> = ||u||> + ||v||* si et seulement si u et v sont orthogonaux.

Rappelons que deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement siu-v=0.On a

e+ 11 = fluel]® + v

ssi
ssi
ssi
Ssi
ssi

Ssi

(u+v)-(u+v)=u-u+v-v propriété ci-dessus
u-ut+u-v+v-ut+v-v=u-u+v-v distributivité du produit scalaire
u-v+v-u=20

2u-v=0 commutativité du produit scalaire
u-v=_0

u et v sont orthogonaux.
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Question 2. Soit la droite D passant par les points (x1,y1) et (x2,y2) ot x1,y1,%2,y2 € R et y; # y»
(il n’est par contre pas exclu que x| = x»).

m Donnez une équation paramétrique et une équation cartésienne de D. Expliquez votre démarche.
Un point de D est, par exemple, (x1,y1) et un vecteur directeur de D est (x; —x1,y> —y1). Une

équation paramétrique de D est

(x,y) = (x1,y1) +A(x2 —x1,2 —y1), A€R.
On peut réécrire cette équation sous la forme
x=x1+A(x—x1)
y=y1+A(2-y1)

On obtient une équation cartésienne en éliminant le parametre. Par hypothese, on a y, —y; # 0.

Si xo» = x1, alors
D

X =X]
(droite parallele a 1’axe des y).

Si xp # x; alors
X—% _Y—n

D=
X2 —X1  Y2—)1
que I’on peut aussi écrire
Y2 =1
X2 — X1

m Donnez, en fonction de x1,y1,x2,y2, les coordonnées du point d’intersection entre D et [’axe
des x. Expliquez.

Le point d’intersection entre D et 1’axe des x est de la forme (x*,0). Pour trouver x*, on remplace
y par 0 dans 1’équation de la droite D. On a
* X2 =X X1y2 — X2)1
X =X1— =
Y2—=n Y2=n

Question 3.  Prouvez que, pour tout 7 € C, 7 est réel si et seulement si 7 = z.

Le conjugué z d’un complexe z de la forme a + bi (avec a, b € R) est, par définition, le complexe
a—>bi.
Sizestréel, alorsb=0etdoncz=27=a.

Réciproquement, si z = Z, par définition de 1’égalité de deux complexes, on a a = a et b = —b (dans
R) c’est-a-dire b = 0 et donc z est un réel.

2/5



Mathématique Elémentaire
Testn°2 (4 octobre 2004)

Question 4.  Calculez et représentez gra-

phiquement s
a) 2+3i 1—1i
(&) (243i)+ (1) A1 W14
(b) (2+3i)—(1—1i) 3L 02130
(c) (2+3i)-(1-10) 2t W32
(@) (1—-i)~! 14+ W5
| BES
Calculs : ;5 ;4 ;3 ;2 ;1 i & :;, 4 é
—1+ el —i
(@ 243)+(1—-i)=3+2i
24
(b) 2+3i)—(1—-i)=1+4i 3
() 2+3i)-(1—i)=5+1i al
1 _1 1.
(d) (1—i)7" =5+ 5 —5+
Question 5.
2
m Donnez la forme trigonométrique de 2+ 3i, de 1 —i, de 1 +1, etde\/T——i—gi.

» 2+3i=+/13(cosB +isin0) avec 8 = arctan% (puisque cos 6 = \/% etsin0 = \/i—)
» 1—i=1/2(cos F +isin k).
» 1+i=+/2(cosZ+isinZ).

V2 \/_ 141

_+_ —

. T
2 "2 T s TPy
Vi V3,

n Donnez toutes les valeurs distinctes prises par les puissances (— + —l> ,neN

2 2

Par le point précédent, on a 4 + @i =cisZ.On applique la formule de De Moivre pour le calcul

V2 | V2

des puissances, on obtient donc (T + 5 ) = cis & = cis(4F mod 27). Le terme % mod 27

prend 8 Valeurs distinctes : 0, T, 7, %, T, Sf, 32” , 1% Les valeurs prises par (\[ \f i)" sont
donc cis ZF, avec n € {0,1,2,---,7} ou encore :
. V2 N \/§i V2 N \/Ql . V2 V2 V2 \/51
’ 2 277 2 27 ’ 2 27 ’ 2 2
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Question 6.  Soient A,B € R**2. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez
vos choix.

(@) Vrai:[] Faux:§| (A+B)>=A>42AB+ B’

Ona(A+B)>=(A+B)-(A+B)=A>4+AB+BA+B>. Or on a vu que le produit matriciel
n’est pas commutatif. Autrement dit on n’a pas en général AB + BA = 2AB (se référer au point

. o [ 2 2 0 0\
suivant ou BA = <_2 _2) =+ (0 0> = AB).

(b) Vrai:[ ] Faux:W| AB=0= (A=00uB=0)

11 1 1 00
PrenonsA—(1 1) etB—(_1 _1).OnaA-B—(O 0) etA#0Oet B#0.

Question 7.
n Donnez une équation cartésienne du plan o passant par (\/Z, m,e) et paralléle au plan OYZ.

L’équation générale cartésienne d’un plan est de la forme ax + by + ¢z = d ou (a,b,c) est un
vecteur normal du plan. Donc un plan qui est parallele au plan OYZ admet (1,0,0) comme
vecteur normal. Ainsi, une équation du plan & est x = d et on peut déterminer d puisque le point
(\/i,\}r_, e) appartient au plan a. On obtient finalement qu’une équation cartésienne du plan est
x=V2.

» Donnez une équation cartésienne du plan B passant par (—1,5,2) et perpendiculaire a la droite

D=(x,y,z)=(A—1,3—21,54+61), L € R.

La droite D admet (1,—2,6) comme vecteur directeur. On en conclut que tout plan qui est per-
pendiculaire a cette droite D admet (1,—2,6) comme vecteur normal au plan. Donc on obtient
que 1I’équation cartésienne du plan 8 est de la forme f = x — 2y + 6z = d ol d est un parametre
réel a déterminer (on a fait appel a la forme générale de I’équation cartésienne d’un plan a partir
d’un vecteur normal). Puisque le point (—1,5,2) appartient au plan 3, nous trouvons la valeur de
dquiestd=—-1-2-5+6-2=1.

Question 8.  Calculez, si possible,

2 1 -10 (3) 2
(3 20 5], =4
-2 1 4 2) |7 8

- (_32 (1)) (-1 6)

On a une matrice 2 X 2 qu’on veut multiplier a droite par une matrice 1 x 2. Puisque 1 # 2, ce
produit matriciel est impossible.
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Question 9.  Résoudre dans C :
m " =1

m2+2z4+3=0

. . T . s T 2
m Puisque i = cis 7, on a clairement (cis 7)

de z2 =i sont cis% et —cis% = cis%’r.

= cis § par la formule de De Moivre. Donc les solutions

» Le discriminant A = —8. L’équation auxilliaire Y2 = —8 a pour solutions y; = 2/2i et y, =
—2+/2i. L’équation z2 +2z+3 = 0 a donc pour solutions les complexes _2+22\/§i et _2_22‘@ ou

encore —1 ++/2i et —1 —/2i.

Question 10.  Soit z € C vérifiant |z| = 1. Prouvez que les puissances 7", n € N, ne prennent qu’un
nombre fini de valeurs distinctes si et seulement si Argz est de la forme 21l /ly avec £} € N et

6, e N\ {0}

Puisque z est de module 1, z est de la forme cis(Argz). L’application de la formule de De Moivre
fournit 7" = cis (n(Argz) mod 27t). Si Argz = %, le terme n(Argz) mod 27, n € N, prend au plus

les valeurs distinctes suivantes : n% avecn € {0,---,¢, —1}. 11y adonc au plus ¢, valeurs distinctes

pour les 7".

Réciproquement si les 7" ne prennent qu’un nombre fini de valeurs distinctes, cela signifie qu’il en est
de méme pour le terme n(Argz) mod 27, c’est-a-dire qu’il existe n; < ny € N vérifiant nj (Argz) =
ny(Argz) mod 27m. Cette derniere égalité est vérifiée si et seulement si, par définition de modulo 27,
il existe £ € N tel que (ny —ny)(Argz) = £- 27, ¢’est-a-dire Arg(z) = -2ZL

np—ng’
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