Mathématique Elémentaire
Test n°5 (13 octobre 2003)

Question 1. Calculez les solutions daris de I'equation 2 = —1.

On a vu que les solutions @ = zy ol zy = p(cosO +isind) sont de la forme

km+6 . . 2km+6
+isin

2
C/ﬁ(cos ) aveck € {0,...,n—1}.
Ici, n=4,—-1=1(cosrn +isinx), on obtient donc que les 4 racines dequation sont :

T .. T 3t .. 3w 5t . . bxm it . . Txn
COS— +isin—, c0S— +isin—, co0S— +isin—, co0S— +isin—

4 4 4 4 4 4 4 4
Oou encore
V2 V2 V2 2V VR VE 2
2 2’ 2 2’ 2 2 2 2

Question 2. Soit Ac R?*? |a matrice efinie par
A cosb —sind
~ \sin6 cosf )’
Montrez par Ecurrence que, pour touta 1,

AN cosnbé —sinnd
sinn@ cosnf /°

Rappelons les formules trigon@tniques qui nous seront utiles :

coqa+ b) = coga) - cogb) — sin(a) - sin(b)
sin(a+b) = sin(a) - cogb) + coga) - sin(b)

» Cas de base : montrons la prdgei pourn = 1. Dans ce cas,

n_A_ (COSH —sind
AT=A= (sine cose)
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= Supposons que la propte est vraie poun = i, c'esta-dire
i _(cosi@® —sinio
A= (sinie cosif ) (1)
et montrons que la pro@t est erifiee poum =i+ 1, c’esta-dire

i cogi+1)6 —sin(i+1)6
AT = (sin(i+1)9 cogi+1)6 )

Or,
AL = AL A (par les egles des exposants)
cosif® —sinif cos® —sinf R .
= (sinie oS0 ) . (sine cosO ) (par hypotlese de&currence (1))
_ (cosif-cosb —sinif -sin@ cosif - (—sinif) —sini6 - coso
~ \sinif -cosh +cosif-sind  sinif - (—sind) + cosif - cosh

_ (cogi6+0) —sin(io+0) : ,
= (sin(i9+6) cosi6 +0) (voir les formules rappékes)

B (cos(i+1)9 —sin(i+1)9)
~\sin(i+1)6 cogi+1)6

On a donc prou& (1) pour toun > 1.

Question 3. Calculez les solutions daris de I'équation

72— 47+ (4+2i)=0.

Le discriminaniA est 16— 4(4+ 2i) = —8i. Les solutions de &quation sont dorées par la formule
usuellex; = 4*—3“ etx, = 4+Ty2 oll y1, Yo sont les solutions dar@ deY? = A = —8i = 4(—2i).
Puisquey; = 2(1—i) ety, = —2(1—1i), on obtientx; = 3—i etx, = 1+i. Pour Esoudrey? =
4(—2i), on a EsoluY? = 4 etY? = —2i et pour cette derdreéquation, on a utilis la méthode de
la question 1.

Question 4. Soit(E,d) un espace gtrique (c’esta-dire que d est une distance sur EAn)nen
une suite célements de E et B E. Ecrire la définition de« la suite (An)ney COnverge vers B.
En donner une traduction en francais correct.

veeR*? dngeN, ¥n>ny, d(A,B)<e

Pour tout seuil fie € > 0, il existe une born@g a partir de laquelle la distance entg et B est
inférieure au seud.
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Question 5. On consiére la fonction f: R — R?: t — (cod,sint).

» Encalculant la valeur de f en quelques points, esquis-,
sez sur le graphe ci-contre I'image de f.

t f(t) 2

0 (1,0) 1

/2 (0,1)
ﬂn (-1,0) 0 / \
3n/2 (0,-1)
n/4 | (V2/2,V2/2) 1 \ j
m/3 | (1/2,v3/2)

-2

= Parmi les affirmations suivantes, cochez celles(s) qui

est(sont) vraie(s). -3

(JImf={(xy) eR?:x°—y>=1};

O Imf={(xy) e R2: x> +y?>=1};

(JImf={(xy)eR?:x=y};

[(JImf={teR:f(t) e R?}.

Veuillez prouver ci-dessous chacune des affirmations dont vous avezdéfivenacite.
Par cefinition,

-3 -2 -1 0 1 2 3

Imf={(xy) eR?|FteR, (xy)="f()}.
Il faut montrer I'egali€ de cet ensemble avec
A= {(xy) e R? |2 +y* =1}

(Imf C A) En effet, si(x,y) € Imf, on peutécrire (x,y) = f(t) = (cos,sint) pour un certain
t € R. Dés lorsx? 4+ y? = cog't 4 sirft = 1, ce qui montre quéx,y) € A.

(AC Imf) Soit(x,y) € A. On consi@re le nombre complexe= x+iy. Comme|z| = /X2 +V?,
on avu au cours que= cog +isint pour un certairt € [0, 2. Doncx+ iy = cost +isint, c’est-
a-direx= cogt ety = sint, ou encoréx,y) = (cod, sint) = f(t), pour unt € R. Donc(x,y) € Im f.

Question 6. Prouvez que, sti,...,&, sont les solutions dan8 de I'equation 22 = 1 et si u
est une solution de&quation 2 = zy ol z € C, alors Wy, ..., ué, sont des solutions darfs de
I’ équation 2 = z,.

I suffit de verifier que(u&)" = zg pouri = 1,...,n. On a(u&)" = u"§" (car-c est commutative)
qui, au vu des hypottses, estgalazy- 1 = 2.
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Question 7. Pour chacune des relations suivantes, dites s’il s’agit d’'une fonction et, le cas
écréant, donnez son domaine.

f:R—R:x— (ytel que ¥ =x)

g:R—R":x— (ytelque ¥ = x)

h:N\{0,1} — N: m~ (a qui est 'exposant d2 dans la @&composition de
m en facteurs premieys

k:RZHC:(a,b)Haeri

s f n'est pas une fonction.
En effet, pourx = 1 (par exemple), il y a deuxqui vérifienty? = x, a savoiry = 1 ety = —1.

= g est une fonction,
car pour touk € R il existe au plus uty € R* tel quey? = x, a savoiry = /X six > 0 et aucun
six < 0. Vu ce gu'on vient de dire Dog= {x € R | g(x) existes = {x e R| x>0} = R".

= h est une fonction,
car tout nombrene N\ {0,1} pos&de une unique&tomposition en facteurs premiers. Comme
h(m) est cefini quel que soine N\ {0,1}, on a Donh =N\ {0,1}.

= k est une fonction,
cara+ bi est univoquementé&termire par la connaissance da b). De plusa+ bi a un sens
quel que soita, b) € R?, donc Donk = R?,

Question 8. Soit A= (a&jj) 1<i<n Une matrice de type rn. On cefinit la trace de A, né@etrA,
1<j<n
n
trA:= Zan.
i=

(@) Calculeztr(A-Al) ol A' désigne la transpdse de A.

par

(b) Soit Ac R™" |a matrice cfinie par

o frei sy
Y7l (=1 sinon.

Calculez la trace de A.

(@ Ona:

n

tr(A-A') = _;(A‘At)ii ()

Or,
n n n
AAYi =S aal =Y aak=S ai=ai +as+ - +a
( )u i; k Qi i; kdik i;aﬂ( a1 +ajp ain
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Donc (2) sécrit :

n
2 | 2 2 2 .2 2 2 2 2 2 | .2 2
_Zl(ail+ai2+"'+ain) =aptapt--taptaytapt -tant - ta@mtapt-+an

&
On retrouve la somme des casrde tous leglements de\

(b)
n(n+1)(2n+1)

n ) n > n n >
trA:i;a.. :i;E—I :i;n—;l =nm— 5
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