Mathématique Elémentaire
Testn°3 (11 octobre 2004)

Question 1. Donnez, en fonction dex R, le signe de I'expression(x— x)(x+ 2). Justifiez
votre résultat.

Il s’agit d'un produit de trois termes. Lesultat sera donc nuled qu’un des facteurs I'est. De
plus le produit de deux termes deéme signes est positif et le produit de deux termes de signes
oppo£s est Bgatif. On a donc:

X -2 0 T
X|— — — 0 + + +
X—-nt|— — — — — 0 +
X+2|- 0 + + + + +
X(X—m)(x+2)|— 0 + 0 — 0 +

Question 2. Cochez la case @juate selon que vous pensez que les affirmations suivantes sont
vraies ou fausses pour unexR arbitraire. (Il n’est pas demarlde justifier.)

(@) Vrai: O] Faux:[ ] VX+2<VX+4=>x+2<x+4

(b)Vrai: [] Faux:[0 x|x <x&e|x<1
(c)Vrai:[0J Faux:[] x>0=(|x<3&x<3)
. : 342 _y3)2
(d)Vrai: [0 Faux:[] |x<2-x*=x*<(2—x%) 1 six>0
(e) Vrai: [0 Faux:[ ] sign(x)|x| =x ou, par cefinition,sign(x) :==< 0 six=0
-1 six<O0

Question 3. Donnez, en fonction de mR, 'ensemble des solutions du Syste

4x+y+62=0
{ y (1)

—2mx+2my+mz=0
Interprétez gonetriquement vosasultats.

La deuxeémeéquation du sysime peut €crirem(—2x+ 2y+2z) = 0.
Sim=0, le syséme seé&duita I'équation &4+ y+ 6z= 0, ou encorgy = —4x— 6z L'ensembleS
des solutions est alors

S={(a,—4a—6pB,B) | a,B € R}.

Géontetriqguement, 'ensemble des solutions est le plan donego@tion caésienne estx+y +
6z=0.
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Sim+# 0, (1) estequivalent au syste
{4x+y+6z:0 (2)
—2X+2y+z=0 (3)

Pouréliminerx, par exemple, on effectue le transformati@ + 2- (3). On obtient ¥+ 8z = 0,
c'esta-direy = —%z. En remplacant dans (2), on trouxe= —%z. L'ensemble des solutions est

alors
11

8
S= {(—Ea,—ga,a) ) oc R}.
Géonetriguement, on a deux plans qui se coupent selon la dratgudtion (paragtrique)

11 8)’

(x,y,z):oc(—l—o,—g,l a <R

Question 4. Ecrivez les ensembles suivants sous forme d’une union d’intervéallest{elle-
ment infinis). [taillez vos calculs.

n A={xeR:(x<2o0ux>4)et(x>—-1)et(x>00ux<5)}
s B={xeR:(x<2+x) et(x<30u0-x>1)}

= A : Les ensembles correspondants auxédihtes clauses deset » sont repesengsa la fi-
gure 1. Lex et» dit que lesx € A doiventétre dans ces trois ensembies fois. La figure 1 montre
que c’est le cas si et seulemenksi [—1,2] U [4,+oo[. Autrement ditA = [—1,2] U [4, +-oo].

-1 0 2 4 5
x<2o0ux>4

Xx>1
X=>0oux<5

FiG. 1 — Clauses des et »

RESOLUTION ALGEBRIQUE (pas demangk) : Donner 'ensemble comme union signifie que I'ex-
pression le dcrivant est une disjonction (desou ») d’autres formules logiques. On va donc
distribuer les« et » sur les« ou » de mangrea mettre ces derniersa I'extérieur.

A={xeR:(x<2oux>4)et(x>-1)et(x>00ux<5)}
vrai quel que soik
={xeR:(x<2oux=4)et(x>-1)}
={xeR:(x<2et(x>—-1)ou(x>4etx>—-1)}
équivalenax>4
= {xeR:x€[-1,2] oux € [4,+oo[}
=[—1,2]U[4,+oo|
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» B: L'expressionx < 2+ x est vraie quel que soite R. Commex vrai etP » estéquivalenta
«P>»,ona
B={xeR:x<30u0>1}.

Maintenant 0> 1 est faux quel que sakte R et « P ou faux» étantequivalenta« P », il vient

B={xeR:x<3}=]-,3.

Question 5.  Soit ne N\ {0} fixé, soit at bi € C et soit 3 € C tel que § = a+ bi. On pose

A:={zeC:Z"=a+hi}
Up :={u e C: u est solution de &quation 2 = 1}
B:={z-u:ueUy}.

Prouvez que A= B.

= Sia+bi=0+0i =0.
Dans ce cas, on a clairement que- B = {0}.

= Sia-+bi#0+0i.

Dans ce cas, pour prouveedali€ des deux ensembléstB, on va prouver une double inclusion,
c'estadireAC BetBCA.

(a) ACB
Soitz € A, c’esta dire quez est solution de Bquation :

X"=a+hi 4)

On doit prouver que € B, c’'esta dire quez = z, - U aveczy solution de léquation (4) et
solution de leéquation :
X"=1 (5)

Vu que nous sommes dans le casa+ bi # 0, on a clairement que toute solution de
I’ eéquation (4) est diffrente de 0. En particuliezy est non nul, et on peut donc calculer
son inversep 1. On peut alorgcrire :

z

Z2=27)-— =125-U
2

ollu=z-2" L. Il rested prouver quel € Uy, c’esta dire queu est solution de (5).

u" = ( z ) "_ 7 propriete des exposants
Z Z"
a-+ bi )
= . carz et zg sont solutions de (4
a+bi % (4)
=1

Ce qui prouve bien que € U, et donc que € B.
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(b) BCA
Soit z € B, c'esta dire quez = zy- u avecz solution de |lequation (4) eu solution de
I’ équation (5). On doit prouver quec A, c’esta-dire quez est solution de Bquation (4).
Pour cela, il suffit de remplacet parz = zy - u dans lequation (4) :

'=(z-u)"=z"-Uu" propriete des exposants
=(a+bhi)-1 carzy est solution de (4) ai est solution de (5)
=a+hi

On a donc bien quee A.

Question 6. Resolvez de maeie graphiqueetalgébrique l'inequation :

V2

> /7—2x (6)

RESOLUTION ALGEBRIQUE : Pour que les expressions de (6) aient un sens, il faukqu# >
0 (car il est sous une racine et aanbminateur) et 7 2x > 0 (puisqu’il est sous une racine).
Autrement dit, il faut que

x€]1;35].

Sous ces conditions, en multipliant les deux membresfar 1 (ce qui ne change pas le sens de
I'in égalie car c’est un nombre positif) et @evant au caé (ce qui concerve&quivalence car les
deux membres de I'iegali€ sont positifs), on trouve

(6) 2> (7T—2x)(x—1)
S2> 2P+ x—7
S22 -9%+9>0

Le polyrdme X? — 9x + 9 posgde les deux racines 3 et 3. Comme le signe du coefficient xfe
est positif, X2 — 9x+ 9 > 0 & I'extérieur des racines, c’edtdire

2% -9%+9>0 & xe]-0;3/2U[3;+o].

Cependant, on ne s’iatesse qu'aux pour lesquels Bquation de épart (6) a un sens. Laponse
finale est donc

(6) < xe (]-»;3/2]U[3;+[) N]1;35] =]1;3/2]U[3;35

RESOLUTION GRAPHIQUE: Le graphique ci-contre dit que V2/y/x=1

V2/+/x—1 est au dessus dg7 — 2x pourx entre 1 et un cer-
taina et entre 3 et le momentio,/7 — 2x n’existe plusa savoir

3,5. Pour @&terminer, il faut réesoudre Bquationy/2/v/x— 1=

a
.
‘e,
"
‘o
«

2 N
V17— 2%, ce qui donne (les calculs sont leémes que ci-dessus) \ ..... V7= 2%
a=1,5. On retouve donc bien que I'ensemble des solutions est
11;1,5/U[3;35]
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Question 7. Resolvez de maare graphiqueetalgébrique l'inequation :

X% —4x| < x+2 (7)

RESOLUTION ALGEBRIQUE: En utilisant|x| < p < (x> —p etx < p), on trouve

(7) & XP—4x>-x—2 etx?—4x<x+2
& X2-3KX+2>0etx*-5x—-2<0
Le polyrdmex? — 3x+ 2 posgde les racines 1 et 2 gt — 5x— 2 a pour racine$5+ /33)/2.

Comme le coefficient de? est positif, les deux polydmes sont positifa I'extérieur des racines et
negatifsa l'intérieur. Par corequent,

5-1/33 5+\/@]

(7) & xe]—°°,1]u[2,+oo[etxe[

2 2
5—1/33 5+133)  [5—1/33 5+ /33
< XG(]—°°71]U[2’+°°D“[ 2 2 }:[ 2 ’1]U[2’ 2 ]
; / RESOLUTION GRAPHIQUE: Le graphe dex+ 2 est au
7 dessus de celui de® — 4x| d'unac]-1,0[a 1 et de 2
) / a unb € ]5,6[. Commea et b sont sites dans la partie
2| ol X2 —4x est> 0, il sont le solutions d& — 4x = x+ 2,
5 c’est-a-dire
4 Q ““ R
% [ a5V 51VE
3 ‘ 2 2
) \\/ \ // En conclusion
x4 5- /33 5+ /33
! \/ V/ (7)@xe[a,1]u[2,b]:[ 2‘/_,1}u[2, +2‘/_}
0 ¥ \

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Question 8.  Soit f:[-5,5] — R la fonction 4
dont le graphe est repseng ci-contre A par-
tir de ce graphique, donnez I'ensemble f

{xe[-55]: f(x) <1}.

Expliquez votre @marche. 0

Onrecherche lestels quef (x) soit en dessous
de la droitey = 1. La partie du graphe corres- -2
pondant est surligre sur le dessin ci-contre.
Lesx recherclks sont donc ceux allant de4
a—1,de Oaletde 4 5. Par corsquent :

{xe[-55]: f(x) <1} =[-4,-1]U[0,1]U[4,5]
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Question 9. Soit x+iy (x,y € R) un nombre complexe.

X+ /X2 +y? \/—x+ X2 4 y?

a) Lorsque 0, verifiez que + si i
(a) que y# q 7 an(y) 7
I’ équation 2 = x+iy.

est solution de

(b) Résoudre dan€ I' équation Z = x+iy (y= 0 n’est ici pas exclu).
(c) Calculezcod r/8) etsin(r/8). (Rappel :cogx/4) +isin(r/4) = /2/2+iv/2/2.)
Remarque @iminaire : les racines caes sont bienéfinies puisque? +y2 > 0, X+ /X2 +y2 >

0, et—x+ /X2 +y2 > 0.

(a) Il s’agit de montrer que

2
X+ /X2 +y? \/—x+ X2+ y?
)i =X+1iy

7 +sign(y 7

c’est-a-dire de prouver gali€ de deux complexes (c’eatdire I'egali€ de leurs partie€elles et
leurs parties imaginaires).

La partie eelle du premier membre est

( X+\/X2+y2) (Sign(y))z(\/er x2+y2)

2

V2 V2
ce que I'on peutéécrire

X+ VX2 +y? =X+ /X2 +y?
2 2

= x = partie €elle du second membre

La partie imaginaire du premier membre est

2 (< gy ()

ce que I'on peutéécrire

sign(y) \/—x2+ (X2 +y2) = sign(y)\/y_ =y = partie imaginaire du second membre
(pour l'avant derrgéreégalig, voir la question 2).

(b) Premiercasy=0

On est donc raméra résoudre (dang) 22 = x ol x € R.

= Six > 0 les solutions sort; = /X etz = —/x.
= Six = 0 la solution (double) est; » = 0.
» Six < 0les solutions sordy =i/|x| etz, = —i\/|X|.
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Deuxiéme casy # 0

La partie (a) de la question nous fournit une racine, I'autre est son eppossta-dire :

( X+ /X2 +Y? \/—x+ x2+y2)

7 +sign(y)i 7

(c) 7 ='§ + i%é' a pour solutions cdg) +i sin(%)'et —cog§) —isin(§) (formule de De Moi-
vre). Mais les points (a) et (b) nous donnent aussi la formehaiigue des solutions ; ce sont

VRV -F v
/2 +I1 Nz )

et son oppos. cig %) est dans le premier quadrant (c'agtire que coég) et sin%) sont tous les
deux positifs). Donc cigj) caincide avec (8) et le calcul fournit

(8)

cos<§> =75 et sin(g) =7
ou encore
ol -0 an) 0
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