Mathématique Elémentaire
Testn°5 (16 octobre 2006)

Question 1. Soit w € C et soit o une solution de X" = w. Prouvez que toute solution de X" = w
est le produit de o avec une solution de X" = 1.

Soit B une solution quelconque de X" = w. Nous devons montrer que f3 est le produit de ¢ par une
solution de I’équation X" = 1.

Clairement, si w # 0, & sera non nul. On peut donc diviser par o et écrire f = a - £. 1l reste a

TR

prouver que g est une solution de X”* = 1, ¢’est-a-dire que (%)n =1.0na (%)n =B ) »=1ou
(*) est justifié par le fait que & et B sont des solutions de X" = w.

Siw =0, alors la seule solution dans C de X" = 0 est O car les puissances n-iemes d’un complexe z
non nul sont toujours non nulles (calculer |Z"| pour s’en convaincre). Dans ce cas, on peut toujours
écrire 0 =0-A avec A" = 1.

Question 2.
(a) Calculer
200 200 200
= Y (+)=Y i+ )1
i=—2 i=—2  i=-2
200201
= T 4 (=2)+(—1)+203
200201 2002
— 00—20+200= w — 20300

SR "o p(n+1)  n?(n+1)
-;;z:;m:n;z=n 7 = 5
=1 j= 1= 1=
(b) Soit la fonction 6(i, j) de Kronecker définie par

. 1 sii=j
5 ==
(&,7) {0 Siisj

n n
Calculer Z Z 0(i, j). Expliquez votre démarche.
i=1j=1
n n
Considérons la matrice associée a la somme Z Z 0(i,j) : il s’agit par définition de (i, j)
i=1j=1
de la matrice identité de type n X n

Vu que calculer la somme revient a sommer tous les éléments de la matrice, cette somme est
égale a n (on somme les n éléments 1 de la diagonale).
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Question 3.  Soir z € C, 7 # 1. Prouvez par récurrence que

Y- (1)

Remarquons tout d’abord que, puisque z # 1 par hypothese, le membre de droite de (1) a un sens :
I’inverse de z — 1 existe.
. N N 1 . N

La formule (1) se réduit dans la cas ot n =02 0 = % Puisque z° = 1 et que par hypothése
z# 1, on a I’égalité. Ceci prouve le cas initial.

Pour I’étape de récurrence, supposons que la formule soit vraie pour tout n tel que 0 < n < k;
montrons que, sous cette hypothese, la formule est vraie pour n = k+ 1. Le premier membre
devientpourn =k-+1:

k+1 k
Zzl: ZZ1+Zk+1
i=0 i=0

Zk+l -1

=1 471 par hypothese de récurrence (n = k)
Z —

z—1

Il est donc bien égal au second membre de (1).

Question 4. Prouvez que les propositions P = Q et =Q = —P sont équivalentes en dressant
leurs tables de vérité.

La table de vérité de ces deux propositions est :

P 0 1

0

P=0
—Q

=P

-Q= —P

— e [ (O
—_ = O |
S O = OO

1
1
0
0
1

On constate que les lignes correspondant aux formules « P = Q » et « ~Q = —P » sont identiques,
c’est-a-dire que les deux formules sont équivalentes.
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Question 5.  Calculez, si possible,
(i (1+0)? i-i i-(1+i)? —1 i-(20) -1 -2
ml-\. 4 . =\. .—4 . . =l. 4-1 2 . = . .
i —i+4 i-i " i-(—i+4) i-(i") i“+4i i 144

2 0 7
.(—235)4_l 3

différent du nombre de lignes de la seconde matrice (ici 2).

2 -1 5 _45 _(2:(=5)—-1-4+5-6\ (16
“lo 4 2 e 0+4-4-2-6 —\4

impossible car le nombre de colonnes de la 1™ matrice (ici 3) est

Question 6. Esquissez le graphe de la fonction f: R — R : x — x* 4+ x3. Expliquez votre dé-
marche.

Pour commencer, on peut remarquer que la fonc- 3.5
tion f est définie pour tout x; son domaine est \ /
donc R. 3
= Comme on peut écrire f(x) = x> (x+1), les ra- )5 \ /
cines de f sont O et —1. ' \ f
4 2

m Lorsque x — +o0 oux — —oo, C’est le terme x
qui est immensément plus grand que le terme

x3 et donc f(x) ~ x*. ' \ /
m Lorsque x = 0, c’est le terme en X qui domine 1
celui en x* et donc f(x) =~ x°. En particulier \ /
ceci implique que f possede une tangente ho- 02
rizontale en x = 0 puisque c’est le cas pour x°. 0 _/
On esquisse le graphe de f en reliant les graphes
correspondant aux comportements asympto- -0.5

tiques de f au voisinage de +oo et de 0.

Question 7. Soit A = (a;;) € R™" définie par a;; = (i+ j)*(i* — j3).

(a) Montrez que la matrice A est antisymétrique.

Cela revient 2 montrer que A’ = —A. Posons A’ = (d/ j) 1<i<n- On doit donc montrer que
ISjsn

. . /
Vi=1,...,n,Vj=1,....n, a;j=—a;

On a
ai; = aji par définition de la transposée
=i+ (P -7 par définition de A
= —(i+ (=7
= —a;
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(b) Utilisez le point précédent pour calculer
h 2.3 3

Y+ =57)

i=1j=1

Expliquez votre démarche.

On a vu au cours que calculer cette double somme revient a additionner tous les éléments
de la matrice A de type n x n définie par a;; = (i + 7)?(i® — j3). Comme cette matrice est
antisymétrique, on a

a;=0 et aij = —ajj

Par conséquent, la double somme vaut 0.

Question 8. Recherchez I’ensemble des vecteurs (x1,x,x3) qui sont orthogonaux a la fois aux
vecteurs (2,1,3) et (—1,0,5). Décrivez géométriquement cet ensemble.

On a vu que deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. Ici, les
vecteurs (x1,x2,x3) sont donc tels que

2x1+x24+3x3=0 et —x;+5x3=0.
Nous somme donc amenés a résoudre le systeme

2x1+x+3x3=0
—x1+5x3=0

De la deuxieme équation, on a x; = 5x3 et en remplacant dans la premiere, on trouve x; = —13x3.
L’ensemble recherché est donc

{(5A,—132,1): A € R}

Il s’agit de la droite dont une équation paramétrique est
(x,y,z) = (54,—131,1), A €R.

Cette droite passe par (0,0,0) et a pour vecteur directeur (5,—13,1).
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Question 9. Soient E € R**", F € R et G € R**!. Montrez la propriété suivante :
(E'+F)G=E'G+FG )
Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.

Posons E' = (e;j)1<i<r» F = (fij)1<i<r» G = (8ij)1<i<s» A = E' + F = (aij)1<i<r- On a donc
lgjgs 1<j<s 1<j<r 1<j<s
ajj = e;j+ fij. Les matrices dans chaque membre de (2) sont de type r x ¢. On doit montrer que

Vi=1,...,r,Vj=1,...,t, (AG)ijZ(EtG—I—FG)ij.

Le premier membre vaut

N
Z Qik&kj par définition du produit matriciel
o
Z ei + fix) &k ] par définition de la matrice A
o
Z eik8kj + fik&kj) par distributivité dans R

Le second membre vaut

(E'G+FG)ij=(E'G)ij+ (FG);j par définition de la somme de deux matrices

N N
= Z eik8kj+ Z fix&kj par définition du produit matriciel
= =1
N
= Z (eixgkj+ fik&kj) par commutativité et associativité dans R

Les deux membres sont donc bien égaux.
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