
Mathématique Élémentaire
Test n◦ 3 (11 octobre 2004) Correction

Question 1. Donnez, en fonction de x∈ R, le signe de l’expression x(x− π)(x+ 2). Justifiez
votre ŕesultat.

Il s’agit d’un produit de trois termes. Le résultat sera donc nul dès qu’un des facteurs l’est. De
plus le produit de deux termes de même signes est positif et le produit de deux termes de signes
oppośes est ńegatif. On a donc :

x −2 0 π

x − − − 0 + + +
x−π − − − − − 0 +

x(x−π) + + + 0 − 0 +
x+2 − 0 + + + + +

x(x−π)(x+2) − 0 + 0 − 0 +

Question 2. Cochez la case adéquate selon que vous pensez que les affirmations suivantes sont
vraies ou fausses pour un x∈ R arbitraire. (Il n’est pas demand́e de justifier.)

(a) Vrai : ✔ Faux :
√

x+2 6
√

x+4⇒ x+2 6 x+4

(b) Vrai : Faux : ✔ x|x|< x⇔ |x|< 1

(c) Vrai : ✔ Faux : x > 0⇒ (|x|< 3⇔ x < 3)

(d) Vrai : ✔ Faux : |x|6 2−x3 ⇒ x2 6
(
2−x3

)2
(e) Vrai : ✔ Faux : sign(x) |x|= x où, par d́efinition,sign(x) :=


1 si x> 0

0 si x= 0

−1 si x< 0

Question 3. Donnez, en fonction de m∈ R, l’ensemble des solutions du système{
4x+y+6z= 0

−2mx+2my+mz= 0
(1)

Interprétez ǵeoḿetriquement vos résultats.

La deuxìemeéquation du système peut s’́ecrirem(−2x+2y+z) = 0.

Si m= 0, le syst̀eme se ŕeduità l’équation 4x+y+6z= 0, ou encorey =−4x−6z. L’ensembleS
des solutions est alors

S=
{
(α,−4α−6β ,β )

∣∣ α,β ∈ R
}
.

Géoḿetriquement, l’ensemble des solutions est le plan dont uneéquation cart́esienne est 4x+y+
6z= 0.
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Si m 6= 0, (1) est́equivalent au système{
4x+y+6z= 0 (2)

−2x+2y+z= 0 (3)

Pouréliminerx, par exemple, on effectue le transformation(2)+ 2 · (3). On obtient 5y+ 8z= 0,
c’est-̀a-direy = −8

5z. En remplaçant dans (2), on trouvex = −11
10z. L’ensemble des solutions est

alors

S=
{(
−11

10
α,−8

5
α,α

) ∣∣∣ α ∈ R
}

.

Géoḿetriquement, on a deux plans qui se coupent selon la droite d’équation (paraḿetrique)

(x,y,z) = α

(
−11

10
,−8

5
,1
)

, α ∈ R.

Question 4. Écrivez les ensembles suivants sous forme d’une union d’intervalles (éventuelle-
ment infinis). D́etaillez vos calculs.

A =
{

x∈ R : (x 6 2 ou x> 4) et (x >−1) et (x > 0 ou x6 5)
}

B =
{

x∈ R : (x 6 2+x) et (x 6 3 ou0·x > 1)
}

A : Les ensembles correspondants aux différentes clauses des« et » sont repŕesent́es à la fi-
gure 1. Le« et» dit que lesx∈A doiventêtre dans ces trois ensemblesà la fois. La figure 1 montre
que c’est le cas si et seulement six∈ [−1,2]∪ [4,+∞[. Autrement ditA = [−1,2]∪ [4,+∞[.

−1 0 2 4 5

x 6 2 oux > 4

x > 1

x > 0 oux 6 5

FIG. 1 – Clauses des« et»

RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE (pas demand́ee) : Donner l’ensemble comme union signifie que l’ex-
pression le d́ecrivant est une disjonction (des« ou ») d’autres formules logiques. On va donc
distribuer les« et» sur les« ou» de manìereà mettre ces derniers« à l’extérieur».

A =
{

x∈ R : (x 6 2 oux > 4) et (x >−1) et (x > 0 oux 6 5︸ ︷︷ ︸
vrai quel que soitx

)
}

=
{

x∈ R : (x 6 2 oux > 4) et (x >−1)
}

=
{

x∈ R : (x 6 2 et(x >−1) ou (x > 4 etx >−1︸ ︷︷ ︸
équivalent̀ax>4

)
}

=
{

x∈ R : x∈ [−1,2] oux∈ [4,+∞[
}

= [−1,2]∪ [4,+∞[
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B : L’expressionx 6 2+x est vraie quel que soitx∈ R. Comme« vrai etP » estéquivalent̀a
« P », on a

B = {x∈ R : x 6 3 ou 0> 1}.

Maintenant 0> 1 est faux quel que soitx∈ R et« P ou faux» étantéquivalent̀a« P », il vient

B = {x∈ R : x 6 3}= ]−∞,3].

Question 5. Soit n∈ N\{0} fixé, soit a+bi ∈ C et soit z0 ∈ C tel que zn0 = a+bi. On pose

A := {z∈ C : zn = a+bi}

Un := {u∈ C : u est solution de l’́equation zn = 1}

B := {z0 ·u : u∈Un}.

Prouvez que A= B.

Si a+bi = 0+0i = 0.

Dans ce cas, on a clairement queA = B = {0}.

Si a+bi 6= 0+0i.

Dans ce cas, pour prouver l’égalit́e des deux ensemblesA etB, on va prouver une double inclusion,
c’està direA⊆ B etB⊆ A.

(a) A⊆ B

Soitz∈ A, c’està dire quez est solution de l’́equation :

Xn = a+bi (4)

On doit prouver quez∈ B, c’està dire quez= z0 ·u avecz0 solution de l’́equation (4) etu
solution de l’́equation :

Xn = 1 (5)

Vu que nous sommes dans le cas où a+ bi 6= 0, on a clairement que toute solution de
l’ équation (4) est diff́erente de 0. En particulier,z0 est non nul, et on peut donc calculer
son inversez0

−1. On peut alorśecrire :

z= z0 ·
z
z0

= z0 ·u

où u = z·z0
−1. Il resteà prouver queu∈Un, c’està dire queu est solution de (5).

un =
( z

z0

)n
=

zn

z0
n propríet́e des exposants

=
a+bi
a+bi

carz etz0 sont solutions de (4)

= 1

Ce qui prouve bien queu∈Un et donc quez∈ B.
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(b) B⊆ A

Soit z∈ B, c’est à dire quez = z0 · u avecz0 solution de l’́equation (4) etu solution de
l’ équation (5). On doit prouver quez∈ A, c’est-̀a-dire quez est solution de l’́equation (4).
Pour cela, il suffit de remplacerX parz= z0 ·u dans l’́equation (4) :

zn = (z0 ·u)n = z0
n ·un propríet́e des exposants

= (a+bi) ·1 carz0 est solution de (4) etu est solution de (5)

= a+bi

On a donc bien quez∈ A.

Question 6. Résolvez de manière graphiqueetalgébrique l’inéquation :
√

2√
x−1

>
√

7−2x (6)

RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE : Pour que les expressions de (6) aient un sens, il faut quex−1 >
0 (car il est sous une racine et au dénominateur) et 7− 2x > 0 (puisqu’il est sous une racine).
Autrement dit, il faut que

x∈ ]1;3,5].

Sous ces conditions, en multipliant les deux membres par
√

x−1 (ce qui ne change pas le sens de
l’in égalit́e car c’est un nombre positif) et enélevant au carré (ce qui concerve l’équivalence car les
deux membres de l’ińegalit́e sont positifs), on trouve

(6)⇔ 2 > (7−2x)(x−1)

⇔ 2 >−2x2 +9x−7

⇔ 2x2−9x+9 > 0

Le polyn̂ome 2x2−9x+9 poss̀ede les deux racines 3/2 et 3. Comme le signe du coefficient dex2

est positif, 2x2−9x+9 > 0 à l’extérieur des racines, c’est-à-dire

2x2−9x+9 > 0 ⇔ x∈ ]−∞;3/2]∪ [3;+∞[.

Cependant, on ne s’intéresse qu’auxx pour lesquels l’́equation de d́epart (6) a un sens. La réponse
finale est donc

(6) ⇔ x∈
(
]−∞;3/2]∪ [3;+∞[

)
∩ ]1;3,5] = ]1;3/2]∪ [3;3,5]

0

1

2

3

4

0 1 2 3 4

√
2/
√

x−1

√
7−2x

RÉSOLUTION GRAPHIQUE : Le graphique ci-contre dit que√
2/
√

x−1 est au dessus de
√

7−2x pour x entre 1 et un cer-
tain a et entre 3 et le moment où

√
7−2x n’existe plus,̀a savoir

3,5. Pour d́eterminera, il faut résoudre l’́equation
√

2/
√

x−1=√
7−2x, ce qui donne (les calculs sont les mêmes que ci-dessus)

a = 1,5. On retouve donc bien que l’ensemble des solutions est

]1;1,5]∪ [3;3,5]
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Question 7. Résolvez de manière graphiqueetalgébrique l’inéquation :

|x2−4x|6 x+2 (7)

RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE : En utilisant|x|6 ρ ⇔ (x >−ρ etx 6 ρ), on trouve

(7) ⇔ x2−4x >−x−2 et x2−4x 6 x+2

⇔ x2−3x+2 > 0 et x2−5x−2 6 0

Le polyn̂omex2− 3x+ 2 poss̀ede les racines 1 et 2 etx2− 5x− 2 a pour racines(5±
√

33)/2.
Comme le coefficient dex2 est positif, les deux polyn̂omes sont positifs̀a l’extérieur des racines et
négatifsà l’intérieur. Par conśequent,

(7) ⇔ x∈ ]−∞,1]∪ [2,+∞[ etx∈
[5−

√
33

2
,
5+

√
33

2

]
⇔ x∈

(
]−∞,1]∪ [2,+∞[

)
∩
[5−

√
33

2
,
5+

√
33

2

]
=
[5−

√
33

2
,1
]
∪
[
2,

5+
√

33
2

]

0

1

2

3

4

5

6

7

8

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

x+2

|x2−4x|

RÉSOLUTION GRAPHIQUE: Le graphe dex+ 2 est au
dessus de celui de|x2−4x| d’un a∈ ]−1,0[ à 1 et de 2
à unb ∈ ]5,6[. Commea et b sont sitúes dans la partie
où x2−4x est> 0, il sont le solutions dex2−4x= x+2,
c’est-̀a-dire

a =
5−

√
33

2
et b =

5+
√

33
2

.

En conclusion

(7)⇔ x∈ [a,1]∪ [2,b] =
[5−

√
33

2
,1
]
∪
[
2,

5+
√

33
2

]

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

f

Question 8. Soit f : [−5,5]→R la fonction
dont le graphe est représent́e ci-contre.À par-
tir de ce graphique, donnez l’ensemble{

x∈ [−5,5] : f (x) 6 1
}
.

Expliquez votre d́emarche.

On recherche lesx tels quef (x) soit en dessous
de la droitey = 1. La partie du graphe corres-
pondant est surligńee sur le dessin ci-contre.
Lesx recherch́es sont donc ceux allant de−4
à−1, de 0à 1 et de 4̀a 5. Par conśequent :{

x∈ [−5,5] : f (x) 6 1
}

= [−4,−1]∪ [0,1]∪ [4,5]
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Question 9. Soit x+ iy (x,y∈ R) un nombre complexe.

(a) Lorsque y6= 0, vérifiez que

√
x+
√

x2 +y2

√
2

+ sign(y) i

√
−x+

√
x2 +y2

√
2

est solution de

l’ équation z2 = x+ iy.

(b) Résoudre dansC l’ équation z2 = x+ iy (y= 0 n’est ici pas exclu).

(c) Calculezcos(π/8) etsin(π/8). (Rappel :cos(π/4)+ i sin(π/4) =
√

2/2+ i
√

2/2.)

Remarque pŕeliminaire : les racines carrées sont bien d́efinies puisquex2+y2 > 0, x+
√

x2 +y2 >
0, et−x+

√
x2 +y2 > 0.

(a) Il s’agit de montrer que
√

x+
√

x2 +y2

√
2

+sign(y) i

√
−x+

√
x2 +y2

√
2

2

= x+ iy

c’est-̀a-dire de prouver l’́egalit́e de deux complexes (c’est-à-dire l’égalit́e de leurs parties réelles et
leurs parties imaginaires).

La partie ŕeelle du premier membre est
√

x+
√

x2 +y2

√
2

2

−
(
sign(y)

)2
√
−x+

√
x2 +y2

√
2

2

ce que l’on peut ŕeécrire

x+
√

x2 +y2

2
− −x+

√
x2 +y2

2
= x = partie ŕeelle du second membre.

La partie imaginaire du premier membre est

2·

(
x+
√

x2 +y2
√

2

)
sign(y)

(
−x+

√
x2 +y2

√
2

)
ce que l’on peut ŕeécrire

sign(y)
√
−x2 +(x2 +y2) = sign(y)

√
y2 = y = partie imaginaire du second membre

(pour l’avant dernìereégalit́e, voir la question 2).

(b) Premier cas :y = 0

On est donc ramené à ŕesoudre (dansC) z2 = x où x∈ R.

Si x > 0 les solutions sontz1 =
√

x etz2 =−
√

x.

Si x = 0 la solution (double) estz1,2 = 0.

Si x < 0 les solutions sontz1 = i
√
|x| etz2 =−i

√
|x|.
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Deuxìeme cas :y 6= 0

La partie (a) de la question nous fournit une racine, l’autre est son opposée, c’est-̀a-dire :

−


√

x+
√

x2 +y2

√
2

+sign(y) i

√
−x+

√
x2 +y2

√
2


(c) z2 =

√
2

2 + i
√

2
2 a pour solutions cos(π

8)+ i sin(π

8) et−cos(π

8)− i sin(π

8) (formule de De Moi-
vre). Mais les points (a) et (b) nous donnent aussi la forme algébrique des solutions ; ce sont√√

2
2 +

√
1

√
2

+ i

√
−
√

2
2 +

√
1

√
2

, (8)

et son oppośe. cis(π

8) est dans le premier quadrant (c’està dire que cos
(

π

8

)
et sin(π

8) sont tous les
deux positifs). Donc cis(π

8) cöıncide avec (8) et le calcul fournit

cos
(

π

8

)
=

√
2+
√

2
2√
2

et sin
(

π

8

)
=

√
2−
√

2
2√
2

ou encore

cos
(

π

8

)
=

√
2+

√
2

2
et sin

(
π

8

)
=

√
2−

√
2

2
.
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