Mathématique Elémentaire
Testn° 2 (26 septembre 2005)

Question 1. Donnez la contraposée de la proposition (p A q) = r en n’utilisant que les connec-
teurs —, N\, V. Expliquez votre démarche et énoncez clairement les propriétés que vous utilisez.

On a vu que la contraposée de a = b est b = —a. Ici, la contraposée de la proposition (p Ag) = r
est donc —r = —(p A g). On sait aussi que la proposition a = b est équivalente a —a V b. Ainsi,
—r = —(p A q) sera équivalente a

=(=r)V=(pAq)

c’est-a-dire sera équivalente a rV —p \V ¢ par les lois de De Morgan.

Question 2. Résoudre dans C :

(a) 2>=3

Les solutions sont v/3 et —/3.
(b) 72 =—1

Les solutions sont i et —i par définition de i : i> = —1 et donc (—i)* = (—1)%% = —1.
(c) 2 =i

On a vu que (@ —|—i§)2 =i, donc les solutions sont 4 —|—i§ et — (4 —l—ig), c’est-a-dire
cis ¥ et cis 2.
(d) 2> =3i

On utilise le fait qu’il suffit de résoudre les équations (a) et (c) pour obtenir les solutions
par multiplication de celles de (a) et (c), c’est-a-dire que les solutions sont V3 cis% et

—(ﬁcis%),ouencore 3cis 7 et 3cis%”.

Question 3.  Soient les propositions P, Q, R définies par :

P : les nombres complexes 2 + 3i et 2 — 5i sont conjugués.
Q : les nombres complexes 1 +1i et 2+ 2i ont le méme argument.

R : U'implication P = Q est vraie.

Quelle est la valeur de vérité de (P N\ Q) V R ? Détaillez votre raisonnement et énoncez les proprié-
tés que vous utilisez.

La proposition P est fausse. En effet, deux complexes z; et z; sont conjugués ssi Rez; = Rez; et
Smz; = —Smzp. Or Re (24 3i) = Re (2 — 5i) = 2 mais Im (2+3i) =3 et Im (2 —5i) = 5.

La proposition Q est vraie. En effet, comme 2+ 2i = 2(1 +1i), les complexes 1 +i et 2+ 2i sont
situés sur la méme demi-droite issue de 1’origine. Ils ont donc le méme argument.
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La proposition R est vraie. On a vu par la table de vérité de I’implication que :

Plo|P=0
of1] 1

En résumé, on a :

P|Q|PAQ|R|(PNQ)V
oj1] 0 |1] 1

La proposition donnée est donc vraie.

Question 4.

n Evaluez et représentez graphiquement les opérations suivantes :

(@) (1—i)+(—1—i)=—2i

o (22 (22

2
(©) (1) (~1—i) = V2P —iF)WV2U—F — Fi) =2(-1) = -2

(@) (1—i)~ = v2 ' (2 —i2) = V2 (V2 ¥2) = ¥Y2(¥244¥2) = 1 4+ i en utilisant

le fait que I’inverse d’un complexe de module 1 est son conjugué.

0
0 R 0
! & R !
=i =i
) ‘."— 21 5
-2 1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
(a) (b)
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2

1

0¢_2 #1

-1

—1—-i 1—1
-2
-2 1 0 1 -2 -1 0 1 2
(c) (d)

m Calculez

» |147i| = V12+72 =50 = v2V25=5V2
> (14702 = 14712 = (5v/2) =50
T

|z

> [(1+78)7 ? 1477 = (5v2) ' =12 =2

e~ =2~

n Prouvez que ¥z € C, 7-7 = |z|*.

?=lzI?

On sait (vu au cours) que si z # 0, alors 7! =z/|z|?, donc z-z7! = 1 = z-7/|2|?, c’est-a-dire
|z|> = z-Z. Pour z =0, c’est évident puisque Z = 0 et |z| = 0. Donc on a prouvé Vz € C, z-7 = |z|%.

Question 5.  Soient deux propositions A et B. On consideére les propositions

P:AANB

0:

Montrez que les deux propositions P et Q sont équivalentes. Expliquez votre démarche.

Il suffit de montrer que la proposition P < Q est une tautologie.

A|B|-A|-B|P:ANB|—-AV—-B|Q:=(-AV—-B) | P<Q
/1] 01| 0 1 0 1 1
00| 1 1 0 1 0 1
o1y 110 0 1 0 1
100 |1 0 1 0 1
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Question 6. Donnez la forme trigonométrique des nombres complexes suivants :

2 T T " :
()———z | wi= (55 ]
2 2
26
3 1
o (5 5) W
(c) < £ £ > 0 24 20 =28
2 2
(d) (% £l> n €N, et la périodicité des N 23 4
valeurs obtenues. 22
Représentez graphiquement tous ces résultats ci- Y ‘ ‘
contre et expliquez votre raisonnement. -2 -1 0 1 2

(a) \/Ti — \2[ est de module 1, son argument - Iz donc \/TE —l% cis % T

(b) (@ — l@) = (cis 7f)3 = cis 2% = cis 2%. Comme 2F € [0,27], c’est bien la forme trigo-

nométrique.
) ; L .2\ —1 1
(c) Llr:rverse d’un complexe de module 1 est son conjugué, donc (‘/75 — l@) = (cisZZ)" =
cis 7.
(d) Onaque ((;4 —i@) = (cis(—%))" = c1s(——) = cis(—%F mod 27) ; on obtient ainsi que
(cis(=%)) = 1 = cisO, (cis(— ”))1 =cis 2% ; pourn=2,3,4,5,6,7, on obtient cis °F, cis 2Z,
cism=—1, cis 3F ¥, cisZ =i, cis 7, pour n =8, on obtient cis0 = 1 et donc la périodic1te est 8.

V2+V3E V243
NV, A V)

Question 7. Les nombres 71 := sont-ils solutions de I’équation

X+ (—4+60)x—5=07

11 suffit de vérifier par calcul direct que zl + (—4+6i)z1 — 5 = 0 et de méme pour z;, c’est-a-dire
Zz+( 4+6I)Z2—5 0.

Une autre fagon de faire est d’utiliser le fait que z;, zo sont racines de x2+bx+c ssi (x—2z1)(x—
22) = x> +bx+c, c’est-a-dire ssi x* — (71 +22)x+21220 = x> +bx +c, c’est-a-dire ssi —(z1 +22) = b
et z1zp = c¢. Dans le cas présent, cela revient a vérifier que :

g, o V2HEVBE V2B V2V V2B
T AV VA2 YT BeV2 VA2

En mettant au méme dénominateur le membre de gauche de la premiere égalité, on trouve

21+ = (V3= V2)(V24+V3i) + (V3 +V2)(—V2 +V3i)
=V6+3i —2—V6i — V6 —2+3i+6i = 6i — 4. (1
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Comme 4 — 6i # 6i — 4, z; et zp ne sont pas solutions de I’équation.
REMARQUE : On vérifie aisément 7125 = # = —5.Donc, vu (1), ona (—z;)+ (—z) =4—6i

et (—z1)(—z2) = —5. Les solutions de 1’équation sont donc —z; et —z5.

Question 8.  Calculez les solutions dans C des équations

3x2 —6x+2=0 )
32 +v/12x4+2=0 3)

On constate que le A de (2) est (—6)? —4(3-2) = 12 et que le A de (3) est (v/12)> —4(3.2) = —12.
L’ équation Y2=12,a pour solutions dans C, \/ﬁ et —v12.

L’ équation Y2=—-12a pour solutions dans C, v/12i et —/12i.

Donc les solutions de (2) sont (par la formule x; = szay Letx, = 4’2? 2 ol y1,y; sont les solutions

de I’équation Y 2=A)x = MT VIZ ot Xy = (”T V12 of, pour I’équation (3), on a les solutions x; =
—/124++/12i —/12—/12i
6 6 :

etxy =

Question 9. Prouvez que deux nombres complexes conjugués sont toujours solutions d’une
méme équation x> + bx+c = 0 avec b,c € R.

Soient z et 7 deux complexes conjugués. Ils sont solutions de 1’équation : (X —z)(X —z) =0, c’est-

a-dire que X% — (z+7)X +2Z = 0 et en cours, on a vérifié que Vz€ C, z+Z € RetzZ€ R —en
fait z+7 =2Rez et 2z = |z|* (voir question 4).
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