
Mathématique Élémentaire
Test n◦ 5 (13 octobre 2003) Correction

Question 1. Calculez les solutions dansC de l’équation Z4 =−1.

On a vu que les solutions deZn = z0 où z0 = ρ(cosθ + i sinθ) sont de la forme
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)
aveck∈ {0, . . . ,n−1}.

Ici, n = 4,−1 = 1(cosπ + i sinπ), on obtient donc que les 4 racines de l’équation sont :
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Question 2. Soit A∈ R2×2 la matrice d́efinie par

A =
(

cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)
.

Montrez par ŕecurrence que, pour tout n> 1,

An =
(

cosnθ −sinnθ

sinnθ cosnθ

)
.

Rappelons les formules trigonométriques qui nous seront utiles :

cos(a+b) = cos(a) ·cos(b)−sin(a) ·sin(b)
sin(a+b) = sin(a) ·cos(b)+cos(a) ·sin(b)

Cas de base : montrons la propriét́e pourn = 1. Dans ce cas,

An = A =
(

cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)
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Supposons que la propriét́e est vraie pourn = i, c’est-̀a-dire

Ai =
(

cosiθ −siniθ
siniθ cosiθ

)
(1)

et montrons que la propriét́e est v́erifiée pourn = i +1, c’est-̀a-dire

Ai+1 =
(

cos(i +1)θ −sin(i +1)θ
sin(i +1)θ cos(i +1)θ

)
Or,

Ai+1 = Ai ·A (par les r̀egles des exposants)

=
(

cosiθ −siniθ
siniθ cosiθ

)
·
(

cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)
(par hypoth̀ese de ŕecurrence (1))

=
(

cosiθ ·cosθ −siniθ ·sinθ cosiθ · (−siniθ)−siniθ ·cosθ

siniθ ·cosθ +cosiθ ·sinθ siniθ · (−sinθ)+cosiθ ·cosθ

)
=

(
cos(iθ +θ) −sin(iθ +θ)
sin(iθ +θ) cos(iθ +θ)

)
(voir les formules rappelées)

=
(

cos(i +1)θ −sin(i +1)θ
sin(i +1)θ cos(i +1)θ

)
On a donc prouv́e (1) pour toutn > 1.

Question 3. Calculez les solutions dansC de l’équation

Z2−4Z+(4+2i) = 0.

Le discriminant∆ est 16−4(4+2i) =−8i. Les solutions de l’́equation sont donńees par la formule
usuellex1 = 4+y1

2 et x2 = 4+y2
2 où y1, y2 sont les solutions dansC deY2 = ∆ = −8i = 4(−2i).

Puisquey1 = 2(1− i) et y2 = −2(1− i), on obtientx1 = 3− i et x2 = 1+ i. Pour ŕesoudreY2 =
4(−2i), on a ŕesoluY2 = 4 etY2 =−2i et pour cette dernièreéquation, on a utiliśe la ḿethode de
la question 1.

Question 4. Soit(E,d) un espace ḿetrique (c’est-̀a-dire que d est une distance sur E),(An)n∈N
une suite d’́eléments de E et B∈ E. Écrire la définition de« la suite(An)n∈N converge vers B».
En donner une traduction en français correct.

∀ε ∈ R>0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, d(An,B) 6 ε

Pour tout seuil fix́e ε > 0, il existe une bornen0 à partir de laquelle la distance entreAn et B est
inférieure au seuilε.
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Question 5. On consid̀ere la fonction f: R→ R2 : t 7→ (cost,sint).
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En calculant la valeur de f en quelques points, esquis-
sez sur le graphe ci-contre l’image de f .

t f (t)
0 (1,0)

π/2 (0,1)
π (−1,0)

3π/2 (0,−1)
π/4

(√
2/2,

√
2/2

)
π/3

(
1/2,

√
3/2

)
Parmi les affirmations suivantes, cochez celles(s) qui
est(sont) vraie(s).

Im f = {(x,y) ∈ R2 : x2−y2 = 1} ;

✔ Im f = {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2 = 1} ;

Im f = {(x,y) ∈ R2 : x = y} ;

Im f = {t ∈ R : f (t) ∈ R2}.

Veuillez prouver ci-dessous chacune des affirmations dont vous avez affirmé la v́eracit́e.

Par d́efinition,
Im f =

{
(x,y) ∈ R2

∣∣ ∃t ∈ R, (x,y) = f (t)
}

.

Il faut montrer l’́egalit́e de cet ensemble avec

A :=
{
(x,y) ∈ R2

∣∣ x2 +y2 = 1
}

.

(Im f ⊆ A) En effet, si(x,y) ∈ Im f , on peutécrire (x,y) = f (t) = (cost,sint) pour un certain
t ∈ R. Dès lorsx2 +y2 = cos2 t +sin2 t = 1, ce qui montre que(x,y) ∈ A.

(A⊆ Im f ) Soit (x,y) ∈ A. On consid̀ere le nombre complexez := x+ iy. Comme|z|=
√

x2 +y2,
on a vu au cours quez= cost + i sint pour un certaint ∈ [0,2π[. Doncx+ iy = cost + i sint, c’est-
à-direx= cost ety= sint, ou encore(x,y) = (cost,sint) = f (t), pour unt ∈R. Donc(x,y)∈ Im f .

Question 6. Prouvez que, siξ1, . . . ,ξn sont les solutions dansC de l’équation Zn = 1 et si u
est une solution de l’équation Zn = z0 où z0 ∈ C, alors uξ1, . . . ,uξn sont des solutions dansC de
l’ équation Zn = z0.

Il suffit de vérifier que(uξi)n = z0 pour i = 1, . . . ,n. On a(uξi)n = unξi
n (car ·C est commutative)

qui, au vu des hypoth̀eses, est́egalàz0 ·1 = z0.
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Question 7. Pour chacune des relations suivantes, dites s’il s’agit d’une fonction et, le cas
éch́eant, donnez son domaine.

f : R→ R : x 7→ (y tel que y2 = x)

g : R→ R+ : x 7→ (y tel que y2 = x)
h : N\{0,1}→ N : m 7→ (a qui est l’exposant de2 dans la d́ecomposition de

m en facteurs premiers)
k : R2 → C : (a,b) 7→ a+bi

f n’est pas une fonction.
En effet, pourx = 1 (par exemple), il y a deuxy qui vérifienty2 = x, à savoiry = 1 ety =−1.

g est une fonction,
car pour toutx∈ R il existe au plus uny∈ R+ tel quey2 = x, a savoiry =

√
x si x > 0 et aucun

si x < 0. Vu ce qu’on vient de dire Domg = {x∈ R | g(x) existe}= {x∈ R | x > 0}= R+.

h est une fonction,
car tout nombrem∈N\{0,1} poss̀ede une unique d́ecomposition en facteurs premiers. Comme
h(m) est d́efini quel que soitm∈ N\{0,1}, on a Domh = N\{0,1}.

k est une fonction,
car a+ bi est univoquement d́etermińe par la connaissance de(a,b). De plusa+ bi a un sens
quel que soit(a,b) ∈ R2, donc Domk = R2.

Question 8. Soit A= (ai j )16i6n
16 j6n

une matrice de type n×n. On d́efinit la trace de A, notéetrA,

par

trA :=
n

∑
i=1

aii .

(a) Calculeztr(A·At) où At désigne la transpośee de A.

(b) Soit A∈ Rn×n la matrice d́efinie par

ai j =

{
π − i j si i 6 j

(−1)i+ j sinon.

Calculez la trace de A.

(a) On a :

tr(A·At) =
n

∑
i=1

(A·At)ii (2)

Or,

(A·At)ii =
n

∑
i=1

aikat
ki =

n

∑
i=1

aikaik =
n

∑
i=1

a2
ik = a2

i1 +a2
i2 + · · ·+a2

in
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Donc (2) s’́ecrit :

n

∑
i=1

(a2
i1+a2

i2+ · · ·+a2
in) = a2

11+a2
12+ · · ·+a2

1n+a2
21+a2

22+ · · ·+a2
2n+ · · ·+a2

n1+a2
n2+ · · ·+a2

nn

On retrouve la somme des carrés de tous leśeléments deA

(b)

trA =
n

∑
i=1

aii =
n

∑
i=1

π − i2 =
n

∑
i=1

π −
n

∑
i=1

i2 = nπ − n(n+1)(2n+1)
6
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