Mathématique Elémentaire
Testn°5 (17 octobre 2016)

Question 1.

(a) Donnez explicitement la matrice M € R*¥** définie par M;j = (—1)77.2%.].

(b) Soient les matrices

Calculez, si possible, (BA' —2C)". (Pour rappel, si X est une matrice, X' désigne la transpo-

-3 0
A=|-1 2|, g (* 1 et C=
0 2
1 1
séede X.)
2 —4 6 )
(a) OnaM— —4 8 —12 16

8§ —16 24 32
—16 32 —48 64

(b) Voir correction du Test 5, 15 octobre 2007, question 1.

Question 2.  Soit le systeme
(A=3)x+y=0
x+(A-=3)y=0

ot A est un parametre réel.

(a) Montrez que, quelle que soit la valeur de A, le systeme n’est jamais impossible.

(b) Résolvez le systéme en fonction de A € R. Interprétez géométriquement les résultats obtenus.

Voir correction du Test 4, 5 octobre 2015, question 3.
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Question 3.  Soir f : R — R la fonction définie par

flx)= %xz—k\/x—%xz.

Déterminez I’ensemble des points a € Dom f tels que ’angle entre la tangente au graphe de f en
(a,f(a)) et I’axe des x appartienne a 'intervalle [n /4,7 /2].

Le fait que I’angle avec 1’axe des x d’une droite non verticale appartienne a I’intervalle [r/4, /2]
est équivalent a demander que la pente de la droite soit > 1. Ici, comme la droite en question est la
tangente au graphe de f en (a, f(a)), on doit trouver les a € Dom f tels que d f(a) > 1.

La dérivée vaut

1—3sx
) = — 2
24/x— %xz
L’inégalité d, f(a) > 1 s’écrit
3 1 - %a
5a+ > 1. (1)
2:/a— %az

Avant de la résoudre, commencons par remarquer que les conditions d’existence sont a — %az >0,
c’est-a-dire a €10, 3.

L’inéquation (1) est équivalente a

1-3a> (1-3a)2\/a—3a® 2

Pour pouvoir simplifier 1 — %a (c’est-a-dire multiplier les deux membres de 1’inégalité par #3),
il faut discuter du signe de 1 — %a.

zd

mSil— %a =0, 'inégalité (2) devient 0 > 0 et est donc satisfaite.

mSil— %a > 0, (2) est équivalent, apreés simplification et élévation au carré, a 1 > 4(a — %az),

¢’est-a-dire & 3a® —4a+ 1 > 0. Comme les racines du polynome sont 1/3 et 1 et que le co-
efficient de a® est positif, I'inégalité a lieu pour les a € ]—oo, 3] U [1,+oo[. Mais il faut tenir
compte du fait qu’on ne discute ici que des a tels que 1 — %a > 0, c’est-a-dire, vu les conditions
d’existence, des a € 0, %[ Au final, les solutions pour ce cas sont donc les a € |0, %]

mSil— %a < 0, la simplification par 1 — %a change le sens de I’inégalité et on obtient au final
que (2) est équivalent a 3a° —4a+1 <0, cest-a-dire A a € [%, 1]. De nouveau, tenant compte
des a avec lesquels on travaille dans ce cas, on trouve que les solutions correspondent aux
ae[5101550=151]

En conclusion, a satisfait la propriété de I’énoncé si et seulement si a se trouve parmi les solutions

d’un des trois cas ci-dessus, ¢’est-a-dire si a € {%} u]o, %] U]%, 1] =10, %] U [%, 1].
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REMARQUE : Dans cette résolution, on a considéré 1.5 4 ?
que la tangente n’était définie que lorsque la déri-
vée existait (on a en effet parlé de la tangente que

dans ce cas au cours). Cependant, pour les points | T f
ou le dénominateur de la dérivée est nul (i.e., pour

x =0 et x =4/3), on peut considérer (et justifier) 0.5 + R
que la tangente est verticale et donc que ces points T Y =X

répondent a la question (voir graphique ci-contre). -7
Dans ce cas, les a qui vérifient les conditions de-
mandées sont a € [0, 3] U [%, 1ju {%}

02 04 06 08 1 12 14 ¥

Question 4. 1

(a) Donnez, sous forme trigonométrique, les

3 1\”
nombres complexes 7, = (%_ + 51) ,n=0.

23 = <15
716 =24 @ * 02 =714

(b) Représentez ces nombres z, dans le plan a7 =158 ®il =213

complexe (sur le graphique ci-contre) et RI8 = 26 4 ! ¢<0 = 212 = 24
prouvez une formule explicite pour la forme
de z,, en fonction de n mod 12.

719 =27 oZll1 =223
220 =4Z38e@ 710 — 222
(c) Prouvez que, pour les z, définis ci-dessus, 21 £ 29
{za|n >0} ={zeC|? =1}

d) Prouvez que (1 —i)1? = —64.
(d) que (

(e) Donnez toutes les solutions complexes sous
la forme a+ bi de I’équation Z'*> = —64.

w

V31" _ VB 1 ) —
(a) Le module du complexe ( 5>+ 5i ) est 1. En effet, posons z; = 5> +5i. On a |Z]| = |z1]" =
3

(VP +0)7) = (3i+1) =1

Sin=1, z% = (\/T§ + %l)n = cis Z, car il s”agit d’un complexe dont le cosinus de I’argument

vaut @ et le sinus de I’argument vaut % Par conséquent, par la formule de De Moivre, on a

(2" = (665)" = () =l mot3n),

(b) Onremarque que pour tout naturel n, il existe g € Netr € {0,1,...,11} telsquen=¢g-12+r.

On en déduit que (015 ) = (013 %) s par les notatlons introduites ci-dessus. Cela est
égal a (01s g) 124 (01s ) = (015 ”) (015 ) = 1. Avec les notations modulo 12, on
obtient (cis Z)" = (cis Z)" mod 12 = (cis(n mod 12) - £) ol on justifie la derniére égalité par

I’utilisation de la formule de De Moivre.
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(c) 801t zo = (cis Z)". 11 faut montrer que z, € {z € C | z!> = 1}, c’est-a-dire il faut montrer que
=1.0na
n

= ((cisg)n> . <(Cis%)12>n =1"=1.

On a donc montré que 7, est solution de 1’équation X'? = 1. Ceci prouve que {z, | n >0} C
{zeC |2 =1}.

Pour I’autre inclusion, on sait par la théorie vue au cours que les solutions de 1’équation

X'2 = 1 sont exactement les complexes 01s(k6”) avec k € {0,1,..., 11}, pour lesquels on a

prouvé que {z, | n € N} = {cis &% | ke{0,1,...,11}}.

Prouvons que (1 — i)12 = —64.Onaque | —i =+/2cis ?Tﬂ' Par conséquent,
T 12
(1-i)2 = ( 2cis —)
4
12 . 84w
=42 cis e (formule de De Moivre)
= 6dcism (car cism = —1)
=—64
On résout 1’équation Z'> = —64. La théorie nous dit que les solutions sont de la forme zo - u
avec 7o une solution particuliere de Z'> = —64 et u solution de Z!> = 1.
Donc en utilisant (c) et (d), on peut prendre par (d), zo = 1 —i et (c) nous dit que les z,, sont les
complexes cis KZ, k € {0,1,...,11} qui, sous la forme a + bi, sont les complexes suivants :
1, f+21, 2+\[l i ——+fl —£+21 -1, —%g—%l —%—\/Tgl —, %—i %—%i

Par conséquent, il reste a multlpher ces complexes par 1 —i pour obtenir toutes les solutions
de Z'2 = —64.

Question 5. Prouvez par récurrence que, pour tout n € N\ {0}, la somme de tous les nombres
impairs de 1 a 2n — 1 vaut n®.

Cas de base : on pose n = 1. Le premier membre se réduit a la somme d’un seul terme, 1, et vaut

donc 1. Le second membre vaut2-1—1=1.

Pas de récurrence : Supposons que le résultat est prouvé pour tout les naturels n tels que 1 <n <

k (k € N\ {0}). Prouvons le résultat pour n = k+ 1, sous cette hypotheése de récurrence. Le
premier membre est 1 +3+ -+ 2k —1+42(k+ 1) — 1. Par hypothése de récurrence (pour
n = k), on obtient que cette somme vaut k> + 2k + 1 = (k+1)2.
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Question 6.

(a) Soit A € R"™". Définissez « A est symétrique ».

(b) Soit M € R™" la matrice définie par

2i sii=j,
P4 osii# ]

La matrice M est-elle symétrique ? Justifiez votre réponse.

(@) A est symétrique si et seulement si A’ = A.

(b) Oui, la matrice M est symétrique. Nous allons montrer que M' = M, c¢’est-a-dire que Vi, j €

{172""7’1}’ij ZMij.
Soient i, j € {1,2,...,n}.

(i) Sii=j,ona

ij:Mltz
=M,
(ii) Sii# j,ona
=j+i
— 24

(par définition de la transposée)

(par définition de la transposée)

(par définition de M)

(car I’addition est commutative dans R)

Question 7. Soit p et q deux nombres réels, A= q* 4+ p> /27 et supposons que A > 0. Prouver

r=r1+ry avec r1:\3/—%q+\/x et r2:3—%q—\/x

que

est solution de I’équation 7> 4 pz+q = 0.

Remarquons que r; et r, € R et sont bien définis vu I’hypothese A > 0 et ’unicité de la racine

cubique d’un réel.

Par définition de la notion de solution, il suffit de vérifier que (r; 4+ r2)> + p(r; +r2) +¢ = 0. En
utilisant la formule (ry +72)> = 13 +3r7r2 + 3r175 + 13 = 13 +3r172(r1 4+ 12) + 13 et le fait que

rir = f/(—%q)z —A= f/—%]ﬁ = —%p (par définition de A). On doit vérifier que

2

1 1
—5a+VA+3(=3p)(n+r) = 54— VA+p(rn+n)+q4=0

ce qui est clairement le cas apres simplifications.
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