Mathématique Elémentaire
Testn°5 (17 octobre 2011)

Question 1.  Résoudre dans C I’équation X* +2iX —10 =0 o i* = —1.

Le discriminant A vaut (2i)> —4-1-(—10) = 36. L’équation auxiliaire est donc ¥? = 36. Ses

solutions sont y; = —6 et y, = 6. Par conséquent, les solutions de 1’équation X2+ 2iX — 10 =0
sont i 6 %46
—2i— —2i
= =—i—-3 et = =—i+3.
X1 > 1 et xp > 1+

Question 2.  Calculez, si possible,
02 i
(a) —i((l._;) ! 2) o i =—1.
i 1
(i1 =2i+2) i-(i-2)\ _ [—i(=20) —i24+2\ (-2 1+2i
B —i-i? —i )\ —i? - )1 i

(b) (3 j 2) Eé = (;‘ﬁﬁiiijﬁﬁj;igﬁgiii) B (—_;j;jg) B (—?5)

o (=2) (29

Il n’est pas possible de calculer ce produit car le nombre de colonnes de la premiere matrice
n’est pas égal au nombre de lignes de la seconde.
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0 x"

n n
Question 3.  Soit n € N\ {0}. Prouvez par récurrence que (g )1() _ (x" (¥ )) .

Casde base : n=1.

1
. . x 1 x 1
Le premier membre devient (0 x) = (0 x) .
1 1
Le second membre devient | ax)f = (7 ! .
0 x 0 x
Les deux membres sont bien égaux.

Hypothese de récurrence : on suppose que la propriété soit vraie pour tout n < k, ou k € N\ {0}.

k+1 +1 +1
Démontrons la pour n = k+ 1, c’est-a-dire, montrons (g )16) = (xk 8xxk ) .Ona

0 Prax
k+1 k
(g )lc) - ()(; i) (g )lc) (Regle des exposants)
k
= ()E)k ajf ) <g i) (Hypothese de récurrence)
k
- (ka0+0 xk—f—)gk&;;x )x) (Définition du produit matriciel)
+1 -1
- (Xk() g —’;Cllffl( x) (Regle de dérivation)
(e
Vo0 Pran

Question 4. Soit le systeme

Ax=A(y+2).

ot A est un paramétre réel. Résolvez ce systeme en fonction de A € R et interprétez géométrique-
ment les résultats obtenus.

{3x—2y+z=0,

Supposons tout d’abord A # 0. On peut alors simplifier par A dans la deuxiéme équation et le
systeme devient

3x—2y+2z=0, (1
x—y—z=0. )

En additionnant (1) et (2), on a 4x — 3y = 0, c’est-a-dire x = %y. En remplacant dans (2), on a
I=x—y= %y —y= —%y. L’ensemble des solutions est donc

{(x,3,2) €R?: (x,3,2) = (34,4, —14), ou L € R}.
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Cet ensemble décrit la droite passant par (0,0,0) et dont un vecteur directeur est (%, 1,—1).

Si A =0, le systeme se réduit a I’équation 3x — 2y +z = 0, ¢’est-a-dire z = —3x+ 2y. L’ensemble

des solutions est donc

{(A,p, =31 42u): A, u € R}.

Il s’agit du plan passant par (0,0,0) et dont un vecteur normal est (3,—2,1).

Question 5. Soit A = (A;}) 1<i<a la matrice définie par A;; = i1

1<j<4

(a) Ecrivez la matrice A. Détaillez vos calculs.

(b) Transformez la matrice A en une matrice échelonnée. Expliquez votre démarche et détaillez

vos calculs.

(a)
11—1

21—1
31—1
4171

12-
22—
32—
42~

1
1
1
1

13—1
23—1
33—1
4371

14—1
24—1
34—1

4471

— e

1 1 1
2 4 8
39 27
4 16 64

(b) Appliquons des transformations élémentaires sur les lignes de la matrice A.

[S—

A=

SO = OO0~ OO = OO0 = OO M M ==
O = om OO m OO e e e e QN = = N W

)
()

Cette derniere matrice est bien une matrice échelonnée.

1
4

9 27
16 64

1
3

8 26
15 63

—_—

—_ W = O = W= N = W= R W

)

1
8

1
7

13
21

_.
A

—_— AN = NN =

Ly +—L,— L,
Ly 13—
Ly Ls—L
L3%L3/2
L4(—-L4/3
I3 13—1»
Ly Lys— Lo
Ly Ly—215
L4(—-L4/2

3/6



Mathématique Elémentaire

Test n°5 (17 octobre 2011)

Question 6.

(a) Donnez la table de vérité de (—p A q) = (p\q).

plg|-r|-PAqg|pAhqg| (=pAg) = (PAq) | 9=P
0(0] 1 0 0 1 1
01| 1 1 0 0 0
10| 0 0 0 1 1
1[1] 0 0 1 1 1

(b) Prouvez que la proposition (-p A\q) = (p A q) est équivalente a g = p.

La comparaison des deux dernieres colonnes de la table ci-dessus montre que les valeurs de
vérité de (—pAq) = (p/Agq) et de ¢ = p sont les mémes quelles que soient les valeurs de

vérité de p et g. Ces deux propositions sont donc bien équivalentes.

Question 7. Résoudre dans C I’équation X = —1 +i. Représentez les solutions sur le graphique
ci-dessous et donnez ces solutions a la fois sous forme trigonométrique et sous la forme a + bi,

a,beR.

Résoudre 1’équation X3 = —1 +1 re-
vient  résoudre X3 = v/2cis % vu que
—1+i=cis %. Par conséquent, une so-
lution particuliere de X3 = —1 41 est
(v2)3cis Z. En effet, par la formule
de De Moivre :

. T3 . T3
((\/5)1/30152) :\/5(0132)

3n
=v2cis —.
CIS4

Donc, par la théorie vue au cours,
les solutions de X3 = —1+1i sont de

la forme (v2cisZ)-u avec u® = 1,

c’est-a-dire V/2cis T %cis% - Cis ZT”,
6 . . .

et \/§ 015% - 1S ‘%. Donc, les solutions

sous forme trigonométrique sont

z0 1= %cisg,

71 = V2cis

carcis 0y -cis 6, = cis((91 + 6,) mod 27t).

11m

127

197
7= V/2cis —_—

12
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La représentation graphique s’obtient en rappelant que cis 0, - cis 8, peut €tre construit par la « regle
du parallélisme » illustrée ci-dessous.
cis 92 cis 9]

cis 0y - cis 6, 1

D’autre part v/2 ~ 1,1. (En effet, (1,1)> = 1,21; donc (1,1)® = ((1,1)2)3 = (1,21)° = (1,21)2-
1,21 =~ 1,46-1,21 ~ 1,75. Mais (1,2)% = (1,44)3 > (1,44)> = 2.)

La forme algébrique des solutions est fournie en rappelant que, sous forme algébrique, les solutions
ude X3 =1sont:

1 3 1 3
PR BV SO S

2 2 2 2
Par conséquent, les solutions de 1’équation X> = —1 +i sont

IZO—\/_<\[ \f)(vuque(nsé‘—‘[ ‘[1)
a2 = V2(32 + L2i) (1 +i), et
2= VAL ) (- ).

Apres calculs, cela donne

M
mz = ?(lJri)(—% ?) = —?(ﬁﬂﬁ?(\@—l)i, et
"= @(Hri)(—%— ?) - \/TZ(\/?—I)—?(\@Jrl)i.

V3

Question 8. Donnez une équation cartésienne de la tangente au graphe de la fonction x — T
enx=1.

Appelons f la fonction de I’énoncé. Une équation cartésienne de la tangente demandée est y =

F() 4+ f(1)(x—1).0na f(1) =+1/(1+1) = 1/2. Par ailleurs,
Oxv/xX(1+x) — /x0x (1 +x) 1—x

%flx) = (112 NG

si bien que d,.f(1) = 0. Il s’ensuit que ’équation de la tangente ci-dessus devient y = 1/2.
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Question 9.  Déterminez le ou les T € R pour lesquels la droite tangente a I’image de la fonction
fiR->R?:t (e’z, In\/1+1) en f(7) est perpendiculaire au vecteur (l,efz).

Rappelons qu’un vecteur directeur de la tangente en f(7) est donné par d;f(7) € R?. Dés lors, la
. . N 2 . .
tangente sera perpendiculaire a (1,e") si et seulement si

(8f(7) | (1,7)) =0. 3)

Vu que 0, f(r) = (2t etz, 2(114_ o) ), I’équation (3) sera satisfaite si et seulement si

2re” + o =0
2(1+1) 7

c’est-a-dire si

2T =0
+2+2r ’

c’est-a-dire si
(2t+1)> =41 4+414+1=0.

Le seul 7 qui satisfait les demandes de 1’énoncé est! 7= —1/2.

'Remarquons que —1/2 € Dom f = |—1,+oo].

6/6



