Mathématique Elémentaire
Test n°2 (26 septembre 2011)

Question 1. Calculez
(@ (1+i)(3—i)=1-3—>+3i—i=4+2i
(b) Uinverse dans C dei :i ' = —icar (—i)-i=—i*=1.
(c) I'inverse dans C de (2 —i) : par une formule du cours,

2 (- 2
TR (12 (5T

i
5

2-i)"!

(d) 147 =vV124+72=/50=+12-25=5-2.
() |(14+7)(12—i)| = [147i| - [12 —i| = 5v/2/122 + 12 = 51/2/145.

Question 2.  Soit —1 < x < 0. Prouvez que —x> < x> < 0.

Puisque x < 0, la multiplication par x des différents termes des inégalités —1 < x < 0 renverse le
sens des inégalités : —x > x?> > 0. Une nouvelle multiplication par x a le méme effet, ce qui donne
—x? <3} <.

Question 3.  Soit f : R — R une fonction impaire. Prouvez que f(0) = 0.

Par définition de « impair », on sait que — f(x) = f(—x) pour tout x € R. En particulier, c’est vrai
pour x = 0, ¢’est-a-dire qu’on a — f(0) = f(0). Ceci peut se réécrire 2f(0) = 0 et donc f(0) = 0.
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Question 4. Soit f : R — R une fonction dont le graphe est dessiné ci-dessous. Sur ce méme
graphique, esquissez le graphe de la fonction g : R — R : x — | f(x)|.

Lorsque f(x) > 0, c’est-a-dire quand la fonction est au dessus ou sur de ’axe des x, g(x) = f(x)
et donc les graphes de f et g coincident. Si au contraire f(x) < 0, c’est-a-dire lorsque la fonction
f est en dessous de I’axe des x, g(x) = —f(x) ; donc, pour ces x, on doit faire subir une symétrie
d’axe x au graphe de f pour avoir celui de g.

Question 5. Résolvez I’équation X* —3X +4 = 0 dans C. Expliquez clairement votre démarche.

On calcule A = (—=3)> —4-1-4 =9 — 16 = —7. L’équation auxiliaire est donc Y2 = —7 dont
les solutions dans C sont y; = i\/7 et y, = —i\/7. Il s’ensuit que (vu au cours) les solutions de
I’équation sont

—(=3)+n —(=3)+»
a= T, ey
c’est-a-dire
3+iV7 3—iV7
X1 = 5 et xp = 5 .
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Question 6.

(a) Complétez la phrase suivante :

(u1,u2,u3) — (vl,vz,\/3) ssi Uy =vyetuy =vyetus=vs.

(b) L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ? Justifiez votre réponse.

1l existe un réel A tel que (1,0,1) = (0,2,—-2)+ A(3,—6,9).

L’ affirmation se raméne a savoir s’il existe un réel A tel que
(1,0,1) =(0,2,—2) + (34, —6A4,91)

par définition de la multiplication d’un vecteur par un réel.

Par définition de I’addition de deux vecteurs, cela revient a dire que

(1,0,1) = (34,2 — 64, —2+9A).

On en déduit, grace a 1’égalité entre les deux vecteurs, que
1=31 et 0=2—-6A et 1=-2+9A7.

Les trois égalités sont vérifiées pour A = 1/3. Par conséquent, I’affirmation est vraie.

Question 7.

(a) Soit z € C. Prouvez que 7 = z si et seulement si z € R.
Posons, z = a -+ bi avec a,b € R.

Par définition de la conjugaison complexe, 7 = z ssi a — bi = a+ bi, de plus a+ bi € R ssi
b = 0. La question revient donc a montrer que

a—bi=a-+bi ssi b=0.

Clairement, si b = 0, on a a — bi = a+ bi. Réciproquement, si a — bi = a + bi, par définition
de I’égalité de deux complexes, on a a = a et —b = b, c’est-a-dire b = 0.
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(b) Soit (z1,22) € C x C une solution du systéme en les inconnues (X1,X3) :

aX?+bX, =c
{ ! (1)

dX) +eX3=f

oua,b,c,d,e, f € R. Prouvez que (71,22) € C x C est également une solution du systeme (1).

Pour vérifier que (Z7,72) est solution du systeme, il suffit de vérifier que si on remplace X|
par 71 et X par 75 dans (1), on obtient bien les égalités requises c’est-a-dire que

a7’ +bz =c
dzi +e:* = f.

Par conséquent, en prenant le complexe conjugué de chaque membre et en utilisant les regles
de calcul sur le conjugué des sommes et des produits, on obtient :

{az% +bzp =7

c’est-a-dire

Oou encore
a7+ b;m=c
dZi+en’=f

et vu que le conjugué d’un réel est ce réel,

azpr+bm =c
dZi+em’ = f.

C’est exactement ce qu’il fallait prouver.

Question 8.  Soit la droite D passant par les points (—1,4) et (—2,-5).

(a) Donnez un vecteur normal de D et la pente de D. Expliquez votre démarche.

On sait qu’un vecteur directeur d’une droite D passant par les points (x1,y;) et (xp,y2) est

(x2 —x1,y2 —y1). La pente est donnée par ﬁ—;:il )

Ici, un vecteur directeur sera donc (—2 — (—1),—5—4) = (—1,—9). Par conséquent, un
vecteur normal de D sera (9,—1). En effet, ce vecteur est orthogonal au vecteur directeur

puisque ((—~1,-9) | (9,~1)) = —9+9 = 0. La pente vaut ici %(j‘fl) =7 =9
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(b) Donnez une équation cartésienne de la droite D. Expliquez votre démarche.
Comme un vecteur normal de D est (9,—1), une équation cartésienne de D sera de la forme
Ox—y=c.
Pour déterminer, ¢, exprimons que (—1,4) € D. Remplacons pour cela x par —1 et y par 4
dans I’équation : 9(—1) —4 = ¢ c’est-a-dire c = —9 —4 = —13.
Donc, D=9x—y = —13.

(¢) Donnez un vecteur directeur de D dont la norme vaut 1.

On a vu au cours que, pour un vecteur u € R? tel que u # 0, le vecteur H_ZII est de norme 1.
11 suffit donc de diviser chaque composante du vecteur (—1,—9) par la norme de ce vecteur.

Or, [|[(—=1,-9)|| = v/(=1)2+(=9)? = /1481 = +/82. Par conséquent, (\F f) est un

vecteur directeur de D de norme 1.

Question 9.  Calculez i?,i,i*,i°,i%,i’ ,i%,i°. En déduire une régle pour calculer i" avec n € N.

Par définition de i, i2=—1. Donc,

wic=iti=1 i=1i;
e i =i*it=1 12:—1,
wi =it P =1 (i) =—i;
w3 =it =1

.0 A

mi=i"ii=1-1-i=1.

On constate donc que i* = 1, donc si n € N et qu’on divise n par 4, on obtient n = ¢ -4 + r avec
g€ Netre{0,1,2,3}. 1 sensuit que i = 94" =94 .i" = (i*)9.i" = 19.i" = i’ ¢’est-a-dire
vaut :

mlsir=0,
misir=1,
m—isir=2,

m —Isir=23.
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Question 10.  Soit x,y € RY. Posons x = (x1,x2,...,xn) ety = (y1,Y2,- -+, YN).

(a) Définissez la norme de x, notée ||x||.
(b) Déterminez ||x|| si x € R.

(c) Montrez que ||x|| = 0 si et seulement si x = 0. Expliquez votre démarche et énoncez les
résultats que vous utilisez.

(d) Montrez que ||x+y|>+ ||x —y||> = 2(||x||* + |[y||?). Expliquez votre démarche et énoncez les
résultats que vous utilisez.

Voir correction du test 3, ler octobre 2007, question 8.
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