Mathématique Elémentaire
Testn° 6 (24 octobre 2016)

Question 1. Soit 7 un complexe non-nul tel que 7 # 1. Prouvez par récurrence que

izi — (Zn+1 _ 1)(2— 1)71.
i=0

On remarque que 1’hypotheése z # 1 garantit I’existence du second membre.

Le cas de base : pour n = 0. Dans ce cas, le premier membre de I’égalité se réduit au terme z° qui
vaut 1, le second membre vaut (2" — 1)(z— 1) =(z-1)(z—-1)"1 = 1.

Le pas de récurrence : Supposons que 1’égalité soit vérifiée pour les naturels n vérifiant 0 <n < k
pour un k > 0 (I’hypothese de récurrence). Sous cette hypothese, prouvons que 1’égalité est
satisfaite pour n = k+ 1. Le premier membre est

oo ($e)ee

= (T D) (z—1)" 4 (par hypothése de récurrence)
@ =D+ =D -1
(Zk+1—1)(Z 1) 1—|—(Zk+2 k+1 )(Z_l)—l

:(Zk+2—1)(Z—1)_l

On a bien obtenu le résultat souhaité.

Question 2. Montrez qu’il existe un unique polynéme p de degré au plus 3, p(x) = a+bx+
ex? 4-dx3, vérifiant p(1) = 1, p(2) = 15, p(3) =51 et d,p(—1) = 11. Expliquez votre démarche.

Voir correction de I’examen de janvier 2003, question 18.
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Question 3.
(a) Donnez la table de vérité de (P \ Py) = P;.

(b) La proposition ((Pi A P,) = P3) = (=P1 V —P, V P3) est-elle une tautologie ? Justifiez votre
réponse.

(a) Notons ¢ la formule ((P; APy) = P3) = (=P V —P, V P3).

i
oS
J
e~

—PV-PVP
1

PANP (P1 /\Pz) =P
0

—_—_—— 0 O o ol
_—_0 O = O O F
—_0 = O = O = O

OO == OO =

4
1
1
1
1
1
1
1
1

—_—_0 OO OO
— O = = e e e
OO OO = ==
i R e e e

(b) C’est une tautologie puisque la colonne de ¢ est constituée uniquement de 1, c’est a dire
qu’elle est vraie pour toutes les valeurs de vérité de P, P> et P;.

Une autre preuve est fournie en utilisant le fait que P = Q est équivalent a =PV Q, donc
(Py A\ Py) = Pj est équivalente a —(P; A P») V P3 qui est équivalente 2 ~P; V —P, V P, et on a
toujours que 6 = 0 est une tautologie.

Question 4. Calculez

2 2
-/x S—xzdx:—%/ —2xV/5 —x2dx
0 0

1
= —%/5 Vydy (substitution y = 5 — x? car —2x = (5 —x?))
5 b a
:%/ Vy dy (car/ :—/)
1 a b
5
_i[2
213/2],
=1(5v5-1).
1 er 1 1 er
n / xXeXdx = {xz—} — / 2x—dx (intégration par parties)
1
= %ez—/ xe* dx
0
e2x 1 162x
= %ez— ([x—] — / —dx) (seconde intégration par parties)
21y Jo 2
er 1
1.2 1.2 1 1 (a2
=€ — (ze —2[7]0) =z(e"—1)

2/5



Mathématique Elémentaire
Test n° 6 (24 octobre 2016)

Question 5. Rappelons que les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont res-
pectivement définies comme
ef+e ef—e ™

> et sh:R—R:x+— shx:= 5

Définissons la fonction arcsh : R — R comme suit : pour tout x € R, arcshx est 'unique y € R tel
que shy = x. Donnez une formule pour dx(arcshx) et prouvez la. (Vous ne devez pas démontrer que
arcsh est bien définie ni qu’elle est dérivable.)

ch:R—R:x—chx:=

Par définition de arcsh, on a
Vx € R, sh(arcshx) = x. (1)

En effet, soit x € R et posons y = arcshx. Par définition de arcshx, on a shy = x, ce qui prouve (1).
Comme (1) exprime 1’égalité des deux fonctions x — sh(arcshx) et x — x, leurs dérivées sont aussi
égales, ce qui donne (en se rappelant la regle de dérivation des fonctions composées) :

Vx € R, (8y shy) ‘y:arcshx - dyarcshx = 1.

Par conséquent :

1 1
Vx € R, Jyarcshx = = ) 2)

(ay Shy) |y:arcshx Chy y=arcshx

On vérifie facilement que, pour tout y € R, ch?y —sh?y = 1 et chy > 0. D&s lors chy = 1/ 1 +sh?y.
Des lors, (2) devient

1 1
a2 T aia
1 +4-sh y|y:arcshx I+x

Vx e R, odyarcshx =

Question 6. Soient 0 < m < n deux nombres naturels. Calculez

n
Z 1 = n—m car ¢a revient a compter le nombre de valeurs i entre m+ 1 et n avec m < n.

i=m+1
n
DI Z i+ Z J—ZZ—ZZ—I— j(n—m) (voir le point précédent)
i=m+1 i=m—+1 i=m—+1 =
nn+1 m(m-—+1 . n—m*+n—-m
<2 ) i >+,<n_m>: A

_ (n—m)<j+n+’;1+l>

n n n 1
- Z Z i+j)= Z’I(n —m) (j + %) (vu le point précédent)
j:

1 n
J

2 :1
+mt 1 +1
:n(n—m)%—l—(n m) (n2 )
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m —1 m m
. . . . . . m(m+1
n Y ()= ) (+0)+ ) (i+1)=2-3+i(m+1)+ ) 1= (m+3)l—3+%
t=—2 t=—2 =0 =0
n n
] Z Z (i* — j%) = 0 car il s’agit de la somme de tous les éléments d’une matrice carrée A; j avec
i=0 j= O
Ajj= =2 — j2 pouri,j€{0,1,...,n} et cette matrice est antisymétrique puisque A ji = —Ajj (car
Aji= ] —i? = (i2 — jz) = —A,j). La somme vaut donc 0 puisque les éléments A;;, avec i # j

s’annulent deux a deux et que les éléments diagonaux sont tous nuls.

n

" 2
Question 7. Prouvez par récurrence que Z i’ = (Z i> .
i=0 i=0

Cas de base : n = 0. Cela revient a prouver que Zl Oi = (Z?:O i) ou encore que 0° = 02, ce qui
est clairement vérifié.

Pas de récurrence : sous I’hypothese de récurrence, a savoir en supposant que 1’égalité soit véri-
fiée pour tous les naturels n entre O et k(k > 0), il faut prouver que I’égalité est vérifiée pour

n=k+1,cest-a-dire Y1 i = (L) ) Par hypothése de récurrence, le premier membre

devient
k k 2
Y P +(k+1) = (Zi) +(k+1)°
i=0 i=0
K2 (k+1)2
:%Jr(kﬂ)?’
21 4k+4
:(HDZ%
(k+1)%(k+2)?

4

. . . N2
ce qui est bien le membre de droite (Zfiol z) vu que

n(n—i—l)‘

> 3)

n
1=

1
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: 1 3.\
Question 8. Calculez 7, = <_§ + §l> pourn = 0. 1l C
(a) Donner une formule pour z,, en fonction de n mod 3.
=4 =12 €
(b) Représentez les z, dans le plan complexe. °
(c) Vérifiez que (2+i)* =2+ 11i. | | | QT BT =
(d) Donnez les solutions complexes de Z*> =2+ 11i.
—zs=n ol T
(@) zn = (cisZ)" = cis(n%E mod 27). Remarquons que z; = —% -+ ?i. Clairement
1 V333 32w
z3:z?: (—§+71> =Cis 3 =cisO=1.

Divisons n par 3 et écrivons n = g -3+ (n mod 3) ol ¢ € N est le quotient de la division.
3 d3 3 , .
Donc z, = Zrll _ Ztlz +nmod3 Zij Z}il mod 3 _ (z?)qz’f mod 3 _ 1qzrlz mod 3 _ Zrlz mod 3 1] ¢’ensuit

que

2
2 =3 m0d3 — cis((n mod 3);)

(b) Voir graphique ci-dessus.
(€) 2+ =2+i)?Q2+i)=@4+4i—1)2+i) = 3+4i)(2+i) = (6—4)+3i+8i =2+ 11i.

(d) Les solutions complexes de Z> = 2 + 11i sont données par les z*u avec z* une solution de
Z3=2+11i (on peut prendre z* = 2 +1i vu en (c)) et u solution de 73 =1, c’est-a-dire 7,
71 et zp comme vu en (a). Il s’ensuit que les solutions sont 2 +1i, (2 —|—i)( — % + ‘/Tgi), et

(2+1i) ( — % — ‘/751) ou encore 2 +1, _25‘@ + 2\/5—11-’ et \/§2_2 + 2\/g+]i.
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