Mathématique Elémentaire
Testn°3 (3 octobre 2016)

Question 1.  Calculez le module de 2 — 3i ainsi que ’'inverse de ce nombre dans C. Faites de
méme pour (1+42i)~1.

Ona |2 —3i| =/22+(-3)2=V13.
Z 243 2 3
Par la formule 7! = é (pour z # 0), son inverse est —1'—3 - el + Bi'

Linverse de (1+2i)~! est (14 2i) car ((1 —|—2i)_1)_1 =1+2i

V5

5

Ona |142i| = 12+22 = /5. Par la formule |z~!| = |z| 7}, ona |(1+2i)~!| =

Sl -

Question 2. Soit la droite D passant par les points (x1,y1) et (x2,y2) ot x1,y1,x2,y2 € R et
X1 # xo (il n’est par contre pas exclu que y; = y2).

n Donnez une équation paramétrique et une équation cartésienne de D. Expliquez votre démarche.

m Donnez, en fonction de x1,y1,x2,y2, les coordonnées du point d’intersection entre D et [’axe des
v. Expliquez.

Voir correction du test 3, 29 septembre 2008, Question 4.

Question 3.

(a) Représentez géométriquement dans le plan complexe I’ensemble A = {z eC | Arg(z) =
3m/2}.

(b) A-t-on que 0 € A ? Expliquez votre réponse. 31 C
2 4
A est la demi-droite qui démarre a 0 € C et
passe par —i car Arg(—i) = 37” et tous les com- LT
plexes d’une méme demi-droite dont 1’extrémité 1 1 1 1 1 1
est I'origine ont le méme arggment. 0¢A car 3 o 1 ) 3
I’argument de 0 n’est pas défini. .
A
-2 ¥
i3 4
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Question 4.  Soit z=a+bi # 0. On a vu que z admet une forme dite « trigonométrique » unique
z = |z[(cos(Arg(z)) + sin(Arg(z))i)

(vous ne devez donc pas reprouver cette affirmation). Quelle relation lie a et b a |z| et arg(z) ?
Justifiez votre réponse.

Par définition de 1’égalité de deux complexes, on a a = |z| cos(Arg(z)) et b = |z|sin(Arg(z)).

Question 5. Soit f : R — R dont le graphe est esquissé ci-dessous. A partir de celui-ci, écrivez
ensemble A := {x € R | |f(x)| < 13 —x)} sous la forme d’une union disjointe d’intervalles.
Expliquez votre démarche.

Pour tracer le graphe de la fonction x — |f(x)|,
on recopie celui de f pour les x tels que f(x) >0
(vu que, dans ce cas, |f(x)| = f(x)) et on prend
le symétrique orthogonal par rapport a I’axe des
abscisses de celui de f pour les x tels que f(x) <
0 (puisque, dans ce cas, |f(x)| = —f(x)).

Le graphe de la droite y = %(3 —Xx) se trace ai-
sément en prenant deux points (x,y) qui y appar-
tiennent (par exemple (—1,2) et (1,1)).

— e
<4 -3 -2 —1

Pour écrire A, qui est I"ensemble des solutions de I'inéquation |f(x)| < (3 —x), sous la forme
d’une union d’intervalles, il faut déterminer les x tels que le graphe de x — |f(x)| soit en dessous
de la droite y = (3 —x). Le graphique montre que A = |—c0, —3]U[—1, 1],

Question 6. Soit I’ensemble A = {(a,B) € R* | (at,B) est un vecteur normal de la droite
d’équation x+y = 3}. Décrivez géométriquement cet ensemble et représentez le graphiquement.
Détaillez les arguments qui vous permettent de décrire I’ objet représenté.

Un vecteur normal de la droite d’équation x4y =3
est (1,1). On a vu que tout multiple non nul de
ce vecteur est encore un vecteur normal. Donc
A={A(1,1) | A e R\ {0}}. Il s’agit de la droite
d’équation y = x privée du point (0,0) (car A €

RA{OD).
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Question 7.
(a) Soit la droite Dy = —3y —2x = 1 — 6y + 5x. Donnez une équation paramétrique de D;. Ex-

pliquez votre démarche.

(b) Soit la droite Dy = (x,y) = (24 —1,—4 —41) ou A € R. Donnez une équation cartésienne
de la droite D paralléle a D, et passant par le point (3,0).

(@) On a D; = —7x+ 3y = 1. Donc (—7,3) est un vecteur normal de D;. On en déduit que
(3,7) est un vecteur directeur de Dy car ((—7,3) | (3,7)) = —21+21 = 0. En remplagant
par exemple x par O dans 1’équation de D1, on trouve y = % Donc (0, %) est un point de Dj.
Ainsi une équation paramétrique de D est

1 \
(x,y) = (%) YA(3,7), oudeR.

(b) OnaD; = (x,y)=(—1,—4)+A(2,—4) ou A € R. Le vecteur (2, —4) est un vecteur directeur
de D, et donc de D également puisque ces deux droites sont paralleles. Donc (4,2) est un
vecteur normal de D car ((2,—4) | (4,2)) =8 —8 = 0. Donc D = 4x + 2y = c. Comme
(3,0) € D, on trouve ¢ en remplacant x par 3 et y par 0. On a 4.3 + 2.0 = ¢, c’est-a-dire
¢ = 12. En conclusion, D = 4x+ 2y = 12.

Question 8. Résolvez algébriquement I’inéquation suivante :

1]
x2—4

< -1 (1
Exprimez ses solutions sous la forme d’une union disjointe d’intervalles.

Commencons par examiner les conditions d’existence. Le seul probleme pour 1’existence des ex-
pressions de (1) est le dénominateur qui doit étre non nul. On demande donc que x> — 4 # 0,
c’est-a-dire (x+2)(x—2) # 0, ou encore x # —2 et x # 2.

Comme nous voudrions multiplier les deux membres de (1) par x> — 4 pour éliminer le dénomina-
teur, nous devons connaitre le signe de ce dernier. Vu qu’il s’agit d’un polyndme du second degré,
il a le signe du coefficient de x? (ici 1) a I’extérieur des racines et le signe opposé a I’intérieur. On
a donc le tableau de signes suivant :

Distinguons deux cas.

m Si x> —4 >0, le membre de gauche de (1) est > 0 et donc ne pourra jamais étre plus petit ou égal
a un nombre négatif. Par conséquent, aucun x ne satisfait (1) dans ce cas i.e., 'inéquation (1) ne
posséde pas de solution parmi les x tels que x> —4 > 0.

3/5



Mathématique Elémentaire ion
eC‘\O
Testn°3 (3 octobre 2016) corY

m Six? —4 <0, c’est-a-dire si x € |—2,2][, alors (1) est équivalent a |x — 1| > —(x> —4). Pour

enlever la valeur absolue, distinguons deux sous-cas.
» Six—1 >0, c’est-a-dire (tenant compte du cas) si x € [1,2[, I'inéquation devient apres ré-
duction
PArx—5 > 0.

Il s’agit du signe d’un simple polynéme du second degré qui est positif a I’extérieur de ses
racines puisque le coefficient de x? est positif. Ceci donne lieu au tableau de signes suivant :

Cependant, il ne faut pas oublier qu’on travaille avec des x dans [1,2[ et donc il ne faut garder
que les solutions dans cet ensemble. Les solutions pour le sous-cas présent sont donc

—1++v21
ce [PV of
2
» Six—1 <0, c’est-a-dire si x € | -2, 1], [x — 1| = —(x— 1) et I"inéquation devient apres ré-
duction
¥ —x-3 > 0.

Comme ci-dessus, le tableau de signe de x2 —x— 3 est aisé.

1-V13
2

Ensuite, il ne faut pas oublier de filtrer les solutions par rapport aux x dont nous nous occupons
ici, a savoir x € |—2, 1[. Les solutions pour ce sous-cas sont donc

xG}—Z, #]

En conclusion, en rassemblant les solutions trouvées dans les différents cas, on a que

1—-+13 —1++v21
o Bkl

xestsolutionde (1) & x¢€ } -2,

Question 9. Soit A € R et soit z = A + 1 — (A% — 1)i. Déterminez les conditions que 2 doit

satisfaire afin que z~ existe. Pour ce(s) A, calculez explicitement 7z~ \.

1

On a vu au cours que 7~ ! existe ssi |z| # 0 ssi |z|? # 0. Cette condition d’existence devient dans le

cas étudié :
(A+1)2+(=1)2(A2=1)2 £0.

Cette condition est équivalente a
A+1)*(1+(A—1)%) 0.
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C’est équivalent 2 A +1 # 0 et A2 —24 +2 # 0. Le polyndme X> —2X +2 n’a pas de racine
dans R car A = —4. Donc on obtient comme condition A # —1.

Dans lecasou A # —1,0n a

a2 AN +@RAP -1 1 A—1

S TR T TR —2412) - A2 +2) T Gr D2 —2412)
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