Mathématique Elémentaire
Testn°4 (7 octobre 2013)

Question 1. Complétez : « Lorsqu’on écrit un nombre complexe sous la forme trigonométrique

p cis 0, la mesure principale de I’angle 0 appartient a Uintervalle [0,27] . »

Question 2.  Donnez en bon francais la contraposée de la phrase « Si je réussis le test de novembre,
alors je suis dispensé de I’examen ».

Si je ne suis pas dispensé de 1’examen, alors c’est que je n’ai pas réussi le test de novembre.

Question 3. Soit la droite D passant par les points (ay, 1) et (ap,B2) oit @y, 0, B1,B2 € R. On
suppose que 0 # 0 (il n’est par contre pas exclu que By = ).

(a) Donnez, en fonction de o, 0, By, Ba, un vecteur directeur et un vecteur normal de D.
(b) Donnez une équation cartésienne de D. Expliquez votre démarche.
(¢) Donnez, en fonction de ay, 0,1, B2, les coordonnées du point d’intersection entre D et I’axe

desy.

Voir correction du Test 3, 29 septembre 2010, Question5.

Question 4.
(a) Sans résoudre les inéquations, expliquez pourquoi on n’a pas

Vx € [0, 4oo], Vi<x—1 e x<(x—1)>2

Pour I’implication « = », il faut que les deux membres (a savoir 1/x et x — 1) soient positifs. Ici,
il se peut que x — 1 < 0. Par exemple, pour x = 0, on a que /x < x— 1 devient 0 < —1 — qui
est faux — tandis que x < (x — 1)? devient 0 < 1 — qui est vrai. Donc, pour x = 0, \/x <x— 1
n’est pas équivalent 2 x < (x —1)2.

REMARQUE : y/x <x+ 1 < x < (x4 1)? sous les conditions d’existence x > 0. Il ne suffit donc
pas de dire qu’il est possible que le membre de droite soit négatif, il faut exhiber un cas explicite
ou ¢a a lieu.
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(b) Ecrivez I’ensemble A ci-dessous sous la forme d’une union disjointe d’intervalles (moins il y en
a, mieux c’est). Expliquez les différentes étapes de votre résolution.

1
A::{xER‘\/)_ch—letH 1<|x|}.
x_

Nous pourrions écrire A comme A = {x ‘ Vx<x— 1} N {x ‘ IXI+I < || }, résoudre chaque in-
équation indépendamment et faire I’intersection mais nous allons adopter ci-apres une démarche
plus rapide.

Commencgons par résoudre

B
N
><

(D)
Les conditions d’existence nous donnent x > 0.

» Six—1 <0 alors pas de solution car /x > 0
m Si x> 1: Puisque /x> 0etx— 1> 0, on peut élever au carré sans modifier le sens de

I’inégalité :
x=(Vx)? < (x=1)
c’est-a-dire
x2—3x+1>o. 2)
31\/

Les racines de ce polyndme sont 3i\/§ . Donc x satisfait (2) si et seulement si

< < 3= ‘[ oux = 3+‘[ . Comme on travallle avec x > 1 et que 2 < \/§ < 3, les solutions
pour ce cas sont x > 3+\f
En conclusion : y/x<x—1 x> 3+f (six < 1, pas de solution et si x > 1, seuls les x > #
sont solutions).
Pour la seconde inéquation, il faudrait a priori résoudre
1
X 3
o7 < G

Cependant, ce qui nous intéresse sont les x tels qu’on ait simultanément /x < x — 1 et (3).
Remarquons que si /x < x— 1 est faux, alors le « et » est faux quelle que soit la valeur de vérité

de (3). On a donc juste besoin de résoudre (3) quand /x < x — 1 est vrai, ¢’est-a-dire quand
X = 3%6

Sous I’hypothese x > \[ (et donc x > 1 > 0), I’équation (3) devient

1 1
<|x| e

= <Xx (car x > 0)

& <x(x—1) (carx—1>0)

s P—x—1>0.

Les racines sont %ﬁ Donc (3) & x < 2[5 oux > 1+2\/5'
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On constate que, si x > 3+T\6, (3) est toujours vrai.

En conclusion,

A= {x]| (1) et (3) sont vérifiées }

= {x | (1) est Vériﬁée} (car (3) est toujours vrai quand (1) est vrai)
- {x ‘ x>z 3+2\/§} - [3+2\/§’+°°[‘

Question 5.
m Soit f: D — R une fonction ot D C R. Définissez « f est une fonction croissante ».

» Peut-on dire que la fonction f : R\ {0} — R :x— —1/x est croissante ? Justifiez votre réponse.

(a) La fonction f est dite croissante si et seulement si, pour tout xj,x, € D tels que x| < xp, on a

fl) < flx).
(b) Non. En effet, bien que —1 < 1, onn’a pas f(—1) < f(1) puisque f(—1)=1let f(1) = —1.

REMARQUE : Cette fonction est croissante sur I’intervalle |—co,0] et sur I’intervalle |0, +oo]
(mais, comme on vient de le montrer, pas sur ’union de ces deux intervalles).

Question 6.  Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez vos réponses.

(@) Vrai :[ ] Faux:[ ] Le ioint (3.%) appartient a la droite D = (x,y) = (—5,0) + A(—3,-2)
o A € R.

(b) Vrai : [ | Faux:[| Levecteur (x=',2n~1) est un vecteur directeur de la droite
D=x=y/2-5.

(c) Vrai :[ ] Faux:[] Lesdroites D1 = (x,y)=(7,—1)+u(-3,-2), u €Rer
Dy = —4x+ 6y = 1 sont confondues.

Voir le test 3, 1" octobre 2012, question 3.
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Question 7.  Calculez

(a)
(b)

()

(a)

I’argument de 1 — V3ietV3+i

la forme trigonométrique de
n l—ﬁi:mas%’t:%:is%”
n 1 —/3i =2cis(=3% mod 27) = 2cis ¥
n (1-V3i) ' =JcisZ
n —1+/3i=2cis((ZZ+7) mod2r) =2cis3E

I’argument des complexes z qui vérifient I’équation Rez = \/3Imz. Expliquez votre démarche.

Comme vu au cours, ’argument d’un complexe a + bi situé dans le quatrieme quadrant est
donné par 27 + arctan g. Des lors, I’argument de 1 — V/3i vaut 27 + arctan (_\/§) =27 — % =

ST”. Dans le premier quadrant, il vaut simplement arctan g. Dés lors, I’argument de /3 4-i vaut

1 T
arctan —= = Z.
V3 6

Voir énoncé.

Travaillant dans le plan complexe, I’ensemble des z qui vérifient 1’équation Rez = v/3Imz sont
exactement ceux d’une droite passant par z = 0. Pour trouver sa direction, il est suffisant de trou-
ver un complexe non-nul vérifiant I’équation. Par exemple, z = v/3 +i. Dés lors, les complexes
situés sur la droite sont constitués de points du premier ou du troisieme quadrant. Les complexes
non-nuls situés dans le premier quadrant auront le méme argument que celui de /3 +1i, c’est-

a-dire . Pour z = 0, ’argument n’est pas défini et pour les complexes situés dans le troisieme

quadrant, il vaudra £ + 7 = 76”

Question 8.  Soit le systeme

x—Ay+A%=
x+A%y+2 =0

ou A est un parametre réel.

(a) Pour quelle(s) valeur(s) de A le systéme posséde-t-il une infinité de solutions ? Expliquez votre

raisonnement.

(b) Pour la ou les valeurs trouvées au point précédent, donnez I’ensemble des solutions du systeme.

Voir test 4, 8 octobre 2012, question 2
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