Mathématique Elémentaire

Testn° 6

(24 octobre 2011)

Question 1. Donnez, en bon francais, la contraposée de la phrase « si je rate ma session en

juin, alors je ne prendrai pas de vacances en aoiit ».

En notant P (resp. Q) la proposition « je rate ma session en juin » (resp. « je ne prendrai pas de
vacances en aolt »), on voit que la phrase de 1I’énoncé est du type P = Q. La contraposée de P = Q
est ~Q = P, c’est-a-dire, en francais : « Si je prends des vacances en aofit, alors j’avais réussi

ma session en juin ».

Question 2. Calculez (1+2i)*.

Ona (1+2i)*=((1 +2i)2)2 = (1+4i> +4i)> = (=3+4i)> =9+ 16> —24i = —T7 — 24i.

Question 3. Donnez, sous la forme a+ bi, toutes les solutions complexes de I’équation X* =
—7 —24i. Donnez leur position dans le plan complexe en utilisant la « regle des paralleles » pour

positionner cis 0 - cis 0’ sur le cercle unité.

Par le calcul effectué a la question précé-
dente, on sait que 1+ 2i est une solution
de I’équation. Notons la zg. Par un résul-
tat vu en cours, I’ensemble des solutions
de X* = —7 —24i est {u.zo: u* = 1}. On
sait également que les complexes u tels que

u* = 1 sont exactement 1,i, —1, —i.

Les solutions de 1’équation X* = —7 — 24i
sont donc :

w7 =(1420)-1=1+2i,

w7 =(1+20)-i=-2+1,

mz3= (1420 - (—1)=—z,

my= (l —I—Zi) . (—i) =—-2.
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Question 4.
(a) Soit A € R™" une matrice antisymétrique. Montrez que, quel que soit i € {1,...,n}, on a
A;i=0.
Soit i € {1,...,n}. Puisque A est antisymétrique, c’est-a-dire Al =—A,ona A?i = —Aj;, ce
qui revient a A;; = —A;; ou encore a 2A;; = 0. On en déduit que A;; = 0.

(b) Soit A € R"™" la matrice définie par

1 sii#j,
Aij:{ #J

0 sinon.

n n
Calculez Z Z = +A, ). Expliquez votre démarche.
i=1j=1

Ona:

i=1j=1
Considérons la matrice M € R"*" définie par M;; = i? — j2. Cette matrice est antisymétrique.
En effet, soienti,j € {1,...,n},ona Mj; = M;; = j*—i% = —(i® — j*) = —M;;. Par consé-
quent, 31, 3 {(i? — j?) = 0. En effet, calculer cette double somme revient a additionner
tous les éléments de M. D’autre part, on a

011 1
1 01 1
A=1110 1
111 ...0

n n
On a donc Z ZAU —=n-(n—1)=n? —n car n est le nombre de lignes de la matrice A et
i=1j=1
n— 1 est le nombre de fois que 1 apparait sur chaque ligne.
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Question 5.  Déterminez le ou les © € R0 tels que la tangente a I'image de la fonction y: R —
R2: 1 (v/1,eV") au point y(t) passe par le point (0,0).

Rappelons nous qu’une équation paramétrique de la tangente a ’image de y en y(7) est
(x,y) =1(1)+Ady(r), A€eR e))

On calcule aisément que Jy(t) = ( 1723 eVl \1/) Par conséquent, 1I’équation (1) devient

= JT+AL7723
{ VT A eR. ()

=eVT4AeVT Lo NG
Le point (0,0) appartiendra a la droite d’équation (2) si et seulement si, lorsqu’on remplace x et y
par 0 dans (2), il existe un A € R tel que les deux équations soient satisfaites. Par conséquent, la
question demande de chercher le(s) T > 0 tel(s) que

1
O:\3/‘_L'+7L%T_2/3 et 0=eVT41eV"— pourun A € R.
27T
De la seconde équation, on tire que, nécessairement, A = —2+/t. Dés lors, la premiere équation

devient 0 = /7 — 2’51/2%1_2/3 c’est-a-dire /T = % 1/2-2/3 — %1_1/6 ou encore, en multipliant

les deux membres par Tl/6, gl/2 = g1/3+1/6 — =T T/ = 2. Par conséquent, le seul 7 qui répond

\ : 2
ala questionest 7= (%)” = §.

T
Question 6. Calculez / Sln\/J—Cdx
/2 ﬁ
T 1 T
/ sin y/x dx=2 sin/x - (intégrant de la forme sinu - dyu)
/2 \/J_C /2 \/_
= —2co0s \/)_c} " (intégration par substitution)
T

= —2cos\/TT+2cos\/7/2

Question 7.  Soient A1,A3,...,A, € RP*P. Montrez par récurrence que, pour toutn > 1, ona :
(A1Ay - Ap) = AL - ALAL.
Pour rappel, si A € RP*P, A! désigne la transposée de A.

Voir correction du test 5, 15 octobre 2007, question 3.
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Question 8.  Soir z; = a; +ib; et zp = ap +1ib,. Donnez, lorsqu’elle existe, la pente de la droite
du plan complexe passant par 7 et 7o en fonction de ay,by,ay,b;.

71 désigne le point (a;,a;) dans le plan complexe, de méme z, désigne le point (az,by). Il s’agit
donc de donner la pente (notons-la m) de la droite passant par (aj,b;) et (az,b;). Par conséquent,

siay #ay,m= 2;:2: . Sia| = ap, la pente n’existe pas car la droite est verticale d’équation x = a;.

Question 9. Trouvez la matrice M dont l’inverse est

1 0 -3
M'=12 4 0
00 1

Expliquez votre démarche et détaillez vos calculs.

Par définition de I’inverse, ona M -M ! =1d = M~!- M. On en déduit que M est I'inverse de M -1
Calculons I’inverse de M~ ! par la méthode de la matrice compagnon.

1 0 -3 1 00
Mt'=(24 0 Id= {0 1 0
00 1 0 01
1 0 -3 1 00
0 4 6 Lr <+ Lr,—2L; -2 10
00 1 0 01
1 0 -3 1 00
0 1 % L2(—L2/4 —% % 0
00 1 0 01
1 0 3
010 bre Lo+l S P =m
_3 2 4 2|~
0 1 L+ L, 2L3 9 0 |
Question 10.  Calculez les sommes suivantes.
t 0 t
(a) Soitt > 1, Z e= Z e+ ) e=6-et+r-e=e(t+06).
k=-5 k=—5 k=1
(b) Soit £ >, par les formules du cours, on a
{ { 14 14 6 4
Y.(j+m) =) j+Yyn=) j-Y it} n
j=1 =1 j=1  j=0  j=0  j=7
¢-(L+1) 6-7
=5 +n-({—06)
C-(04+1
:n-(6—6)+%—21.
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Question 11.  Résoudre dans C I’équation X> —4X +4 —2i = 0.

Par définition, A= (—4)> —4-1-(4 —2i) = 16— 16+ 8i = 8i. L’équation auxiliaire est donc Y = 8i
dont les solutions y;, y, sont respectivement 2v/2 - cis ¥ et —2V2- cis § c’est-a-dire

y1—2\/_(£+l\/7—>:2(1+i) et _—2\/_<\/—_+z§>=—2(1+i)~

Donc les solutions de I’équation X2 —4X + (4 — 2i) = 0 sont

—(—4
xlz%:2+(l+i):3+i et

(4
xzz%:2+(—l—i):l—i.
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