Mathématique Elémentaire
Testn° 2 (21 septembre 2015)

Question 1.

(a) Complétez la phrase suivante :

(uy,up,uz) = (vi,va,v3) ssi

(b) L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ? Justifiez votre réponse.

11 existe un réel A tel que (1,0,1) = (0,2,—2)+A(3,—6,9).

Voir correction du Test 2, 26 septembre 2011, question 6.

Question 2. Placez dans le plan complexe ci-dessous les complexes suivants : 3, 1 —1i, 1 +1,
@ —1 @ Pour chacun de ces nombres, calculez son module.
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Question 3. Calculez, dans C

m (1=30)+(—2+4i)=(1-2)+(=3i+4i)=—1+i
n (1-30)-(—2+4i) =1-(=2)— (=3)4+i((-3)- (—2)+1-4) = 10+ 10i
ml—6i=1+6i

w [(1—i0)(1+i)|=|1—i|] |1+ caron aque,pour toutz,
VN
=2

= |z1] - |z2]

Question 4.

(a) Soit u € R™ Supposons que u # 0. Montrez que le
vecteur v =

H H est de norme 1. Enoncez clairement
u

les propriétés que vous utilisez et détaillez vos cal-
culs.

(b) Soit x € R? le vecteur représenté ci-contre. Sur ce

: 14
méme graphique, construisez de facon géométrique <
0,00 1
(@) Nous devons montrer que ||v||=1.0On a
vl = Hﬁ” par définition de v
u

‘ ||ul| ‘ lull - car pour tout 4 etx " [[Ax]| = |A] - []x]| avec A
u eR eR", |4 A
1

il
]

=1.

1
e

car pour tout x € R, |x| = x par définition de la valeur absolue

(b) Voir correction du Test 2, 23 septembre 2013, question 3

Question 5.
(a) Soient les vecteurs u = (0,—3,1,7) etv= (4

s (u]—v)=((0,-3,1,7) | (-4,1,-5,-2))

=0-(-4)=3-1+1-(=5)+7-(-2)=-3-5-14=-22

m [lutv] = [[(0+4,—3—1,1+5,7+2)] = [|(4,—4,6,9)|| = v/T6 + 16 + 36 + 81 = /149

w [u] + vl = VO (=3)2+ 124+ 724 /42 4 (—1)2 +52 422
=VO+1+49+ 16+ 1+25+4 =59+ /46

,—1,5,2). Calculez :

(b) Donnez les composantes du vecteur v défini sur la figure ci-contre. Expliquez votre démarche

2/4



Mathématique Elémentaire

Testn° 2 (21 septembre 2015)

Comme 1’origine de v est (0,0) et que son extrémité est sur
le cercle trigonométrique, on a ||v|| = 1. L’angle 6 formé par
la demi-droite d’origine (0,0) passant par (1,0) et la demi

. y e . T __4m
droite d’origine (0,0) passant par v est T+ Z = ~rad. Donc
on a vu au cours que v = (cos 4?”,sin 4?”) = (-3, —\/75)

Question 6.

(a) Prouvez que, pour tout 71,22 € C, |z1 22| = |z1| |22

(b) Prouvez que, pour tout 7 € C, 77 = |z|*.

(a) Posons z; = a+ bi et 70 = ¢+ di. On a par définition de la multiplication complexe que

2122 = ac — bd + (bc + ad)i. Donc

21-22] =/ (ac — bd)? + (be + ad)?

= \/(ac)2 + (bd)? — 2acbd + (bc)? + (ad)? + 2bcad

= Va2c? + b2d? + b2 + d2d>.

D’autre part,

71| = Va? +b? et |z3| = V/c2 +d? par définition du module, ¢’est-a-dire que

21| - |z2] = Va2 + b2V 2 +d? = Va?c? +b2d? + b2c? +a2d? ce qui prouve I'égalité des

deux membres.

(b) Posons z = a+bi, on a Z=a — bi. Donc, z-Z = (a+ bi)(a — bi) = a® + b* et d’autre part

2? = (Va2 + b2)2 = a® +b?, ce qui prouve 1’égalité.

Question 7.  Donnez une formule pour calculer (—i)" pour n € N. Expliquez votre démarche.

—1-(—i)=iet
=(-1)*=1.

. -~
~—

Par conséquent, si on effectue la division euclidienne de n par 4, il existe ¢ € Net r € {0,1,2,3}
telsquen=gq-4+r=4-g+r. Donc (—i)" = (—i)%t" = (=) (=) =19 (=i)" = (—i)".

On a ainsi prouvé que (—i)" = (—i)" ou r est le reste de la division euclidienne de n par 4.
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Question 8. Résoudre dans C I’équation

X —(1-i)x—-1Li=o.

N|—

Calculons le A de cette équation : (—(1 — i))2 —4. (—%i) = —2i+2i = 0. L’équation auxiliaire
est donc YZ = 0 qui a pour solutions y; = y, = 0. Il s’ensuit que 1’équation de départ a une seule

. . . _ —(—(1=i)+0 1
solution (racine double) qui est x = % =5— %

Question 9.  Montrez que \/3+ /7 est une solution de I’équation X* —20X* +16 = 0.
Par définition de solution d’une équation, on doit vérifier que

(V3+V7)* —20(v3+V7)* +16 =0. (1)
Ona

(V3+VT)=3+7+2V3V7=10+2V21
(V3+V7)* = (V3+ V7)) = (10+2v21)* = 100+ 84 +40v/21.

Par conséquent, le premier membre de (1) vaut

184 +40v21 —20(104—2\/21) +16=184+16—-200+40v21 —40v21 =0.
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