Table des matieres

| Logique

1

Logique propositionnelle - Un monde binaire

1.1  Les mots de la logique propositionnelle : les propositions . . . .. .. ... ..
1.2 Comment construit-on une phrase? Lasyntaxe . . . . . ... .. ... .....
1.3 Comment donner un sens aux phrases ? La sémantique . . . . . ... ... ...

1.4 EXErciCes . . . . . . o o

Logique du premier ordre et techniques de preuves
2.1  Prédicats et quantificateurs . . . . . . . . . .. ... e e

2.2 Preuve directe qu’une formule quantifiée est vraie . . . . . .. .. ... ...
2.2.1 Quantificateurs et connecteurs logiques . . . . .. ... ... ......

2.2.2  Sens de lecture et alternance des quantificateurs . . . . . . .. ... ...
2.3 Preuve directe qu’une formule quantifiée estfausse . . . . . . ... ... ...

24 EXErCiCeS . . . . v v o e e e e e e e

Techniques de preuve

3.1 Lapreuve par induction (Ou récurrence) . . . . . . . . . v v v v v v et
3.2 Preuve parcontraposée . . . . . . ... Lo e e e
33 Preuveparl’absurde . . . . . . . .. .. ...

3.4 EXEICICES . . . . v o e e

Ensembles et fonctions

4.1 Appartenance etinclusion . . . . . . . . ... .o
4.2 Union, intersection et complémentaire . . . . . . . . . . .. .. ... ... ..
4.3  Fonctions, domaine, image et composition . . . . . . . . .. .. ... ... ..
4.4 Injectivité, surjectivité, bijectivité et (dé)croissance . . . . . . . .. .. ... ..

4.5  EXEIrCICES . . . . v v v o e e e e e e e e e

Quelques objets mathématiques importants

5.1 Nombres, opérations etrelations . . . . . . . ... ... ... oL,

10
10

13
13
13
13
14

16
16
17
17
18
18

22



5.2 Quelquesensembles . . . . . .. .. ... e
5.3 Quelquesfonctions . . . . . . . ... L
54 Autresobjets . . . . .. L e e e e e e e

5.4.1 Coefficients binomiaux et triangle de Pascal . . . . . .. ... ... ...

54.2 Suitede Fibonacci . . . . . . . . . ..

6 Exercices supplémentaires

6.1 Logique propositionnelle . . . . . . ... ... L Lo
6.2 Logiquedupremierordre . . . . . . . . . . . ... e
6.3 Techniquesdepreuve . . . . . . . . . . . . ...
6.4 Ensemblesetfonctions. . . . . . . . . . . ... e

Il Fonctions et inéquations

7 Notions de base
7.1  Ordresur Retintervalles . . ... .. ... ... ... ... ... .....
7.2 Fonctions MONOtONES . . . . . . ¢ . v v v vttt e e e e e e
7.3 Fonctions affines . . . . . ... ...
7.4  Valeurabsolue . . . . . . .. ..
7.5 Polyndbmeduseconddegré. . . . . .. ... ... o,
7.6  Fonctionsdebase . .. ... ... .. ... ...
7.7 Inéquations . . . . . . ... e e e e e e e e e

8 Exercices

Il Eléments d’algébre linéaire

9 Optimisation linéaire
9.1 Notionsdebase . . .. ... . .. .. e
9.2 Optimiserune fonction . . . . . . . . . . . ... L e
0.3  EXEICICES . . . . v v v i i e e e e e e

10 Droites et plans

10.1 EXErCICES . . . . v v o o e e e e e e e e e e e

28
28
29
30
31

33

33
33
34
35
35
36
36
37

37

44

44
45
47
51

52



11 Systemes linéaires 54

11.1 Calcul matriciel . . . . . . . . .. . . e 54
11.2 EXErciCes . . . . . v v v v it it e e e e e e e e e e 58
11.3 Transformations élémentaires . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 59
11.4 EXErCICES . . . « v v v v i i i e e e e e e e e e e e e 65
11.5 Inversed’une matrice . . . . . . . . . . . . . i i 66
11.6 EXErcices . . . . . .« o v v i it i e e e e e e e e 69
11.7 Déterminants . . . . . . . . . oL L e e e e e e e 70
I1.8 EXercices . . . . . . . . o i i e e e e e e 73
11.9 SysttmesdeCramer . . . . . . . . . . . . i v it 74
I1.10 EXercices . . . . . . o v v v i i e e e e e e e e e e e 78



|. Logique

1 Logique propositionnelle - Un monde binaire

1.1 Les mots de la logique propositionnelle : les propositions

Définition 1. Une proposition (atomique) est une phrase déclarative qui est soit vraie, soit
fausse (mais pas les deux a la fois). Quand on parlera d’une proposition de facon abstraite, on la

notera P ou Q,... mais parfois aussi p, g,...

1.2 Comment construit-on une phrase ? La syntaxe

Définition 2. Les formules (de la logique propositionnelle) sont définies par induction. Quand
on parlera d’une formule de fagcon abstraite, on la notera @, y,...

(1) Formules de base : Une proposition atomique p est une formule.

(2) Formules générales ou regles pour constuire des formules plus complexes :
Si @, @1 et ¢ sont des formules, on peut construire les formules suivantes :
(a) —@ est appelée la négation et est lue « non @ ».
(b) @1V @, est appelée la disjonction et est lue « @1 ou @) ».
(c) @1 N @, est appelée la conjonction et est lue « ¢ et @ ».
(d) @1 = @, est appelée I'implication et est lue « si ¢ alors @, ».
(e) @1 < ¢, est appelée I’équivalence et est lue « ¢ si et seulement si @) ».

En plus des symboles de propositions (P, Q,...), et des symboles de connecteurs logiques (—,
V, A, = et &), des parentheses peuvent étre utilisées pour écrire les formules de la logique

propositionnelle.

1.3 Comment donner un sens aux phrases ? La sémantique

Le but de la sémantique de la logique propositionnelle est d’associer a chaque formule la valeur
vrai, notée 1 ou la valeur faux, notée 0. Pour une formule ¢ (plus complexe) on utilise les tables
de vérité pour définir la valeur de vérité de ¢. Une table est associée a chacun des connecteurs

logiques.



PlolpPvo Plo|lPrQ PlQo|lP=0 PlO|PsQ
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Définition 3. Une formule est une tautologie si elle est toujours vraie (quelles que soient les
valeurs des propositions qui la composent).

Définition 4. Deux formules ¢; et ¢, sont équivalentes si et seulement si la formule ¢; < ¢,
est une tautologie. Dans ce cas, on note alors Q| = ¢».

Proposition 5. Quelques équivalences importantes.

(1) P=Q0=-PVQ (4) -(P=Q)=PA-Q
(2) P=0=-Q=—P (5) "(PANQ)=-PV-Q
(3) PoQ0=(P=Q)N(Q=P) (6) =-(PVQ)=-PAN-Q

Définition 6. La contraposée de la formule P = Q est la formule -Q = —P.

Définition 7. La réciproque de la formule P = Q est la formule Q = P.

1.4 Exercices

Exercice 1.8. Déterminez si les phrases suivantes sont des propositions.

(1) Paris est la capitale du Liban. G 1+1=3.
(2) Ferme la bouche quand tu manges ! 6) x+2<0.
(3) Tous les nombres premiers sont im- )
. (7) Quelle heure est-il ?
pairs.
(4) Le cassoulet est un plat délicieux. (8) Il fait tres chaud.

Exercice 1.9. Déterminez si les phrases suivantes sont des formules.

(1) (PVQ)A(R=S). (3) PV AQ. (5) P-Q.
(2) —(=P). 4) = PQ (6) ~P <P

Exercice 1.10. On note P : «je suis riche » et Q : «je suis heureux ».

(1) Traduisez les formules suivantes en frangais.

5



(a) PA—Q. (b O=P. (c) =P = Q. (d) Q& —P.

(2) Traduisez les phrases suivantes en formules.

(a) Je ne suis pas riche et je suis heureux.
(b) Si je suis heureux alors je ne suis pas riche.

Exercice I.11. On note A : « Alice vient », B : « Bernard vient » et C : « Charles vient ».

(1) Traduisez les formules suivantes en frangais.
(a) A= B. (b) AN—C. (c) ~A = —-B. (d) -B=AAC.

(2) Traduisez les phrases suivantes en formules.

(a) Bernard ne vient pas, mais Alice et Charles viendront.
(b) Si Alice vient, alors Bernard ou Charles viennent aussi.
(c) Si Charles vient, alors Alice ou Bernard ne vient pas.

Exercice 1.12. Associer la valeur de vérité correcte a chaque proposition de I’Exercice 1.8.

Exercice 1.13. Donnez la table de vérité des formules suivantes :

(1) AN-P, 4) (=P = —P).
(2) (PLA=P)V (P = P) (5) PAANP,AP;
(3) —|(P1 = Pz). (6) (ﬁPz = —\P1>.



Exercice 1.14. Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

(1) La formule PV —P est une tautologie.

(2) La formule —(PV Q) est équivalente a la formule =PV =Q.

(3) La formule —(PV Q) est équivalente a la formule =P A =Q.

(4) La formule P = Q est équivalente a sa contraposée.

(5) La formule P = Q est équivalente a sa réciproque.

(6) Lanégation de la formule P = Q est équivalente a la formule -Q = —P.
(7) Lanégation de la formule P = Q est équivalente a la formule P A —Q.

Exercice 1.15. Prouvez les équivalences de la Proposition 5.

Exercice 1.16. Donnez en francais la négation des phrases suivantes.

(1) Je suis riche et je suis heureux.
(2) Si je suis riche alors je suis heureux.

Exercice 1.17. Donnez en frangais la contraposée des phrases suivantes.

(1) Sije suis riche alors je suis heureux.
(2) Si je ne suis pas riche alors je suis heureux.

2 Logique du premier ordre et techniques de preuves

2.1 Prédicats et quantificateurs

Définition 18. Une variable est un symbole représentant, a priori, un objet indéterminé.

Exemple 19. Dans I’équation x> —3x+2 = 0, la variable x représente, a priori, n’importe quel
nombre (réel) qui pourrait satisfaire I’équation. Apres résolution, on se rend compte que les
seules valeurs possibles sont 1 et 2.

Définition 20. Un prédicat est une proposition paramétrée par une (ou plusieurs) variable(s).
Quand on parlera d’une prédicat de fagon abstraite, on la notera par exemple P(x), s’il ne dépend
que de la seule variable x, ou encore Q(x,y), s’il dépend des deux variables x et y.

Exemple 21. On considere le prédicat P(x) défini par x > 5.

Quand la variable x prend la valeur 3, on obtient la proposition P(3) qui est 3 > 5 dont la valeur
de vérité est fausse. Quand la variable x prend la valeur 7, on obtient la proposition P(7) qui est
7 > 5 dont la valeur de vérité est vraie.

Définition 22. On introduit deux quantificateurs :
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(1) le quantificateur existentiel, noté 3, et lu « il existe (au moins un) ».
(2) le quantificateur universel, noté V, et lu « pour tout »ou « quel que soit ».

Les formules (de la logique du premier ordre) peuvent (comme pour les formules de la logique
propositionnelle) étre définie formellement par induction. Nous ne le ferons pas ici. Elles sont
construites sur base des prédicats, des connecteurs logiques (—, V, A, = et <), et des quantifi-
cateurs. Des parentheses peuvent étre utilisées pour €crire les formules de la logique du premier
ordre.

Exemple 23. Ci-dessous des exemples de formules de la logique du premier ordre.

(1) Ixx < 3. (4) Ix (x=2)AN(x< 1).
(2) Yyy=>=T. (5) (Fxx=2)A(Fxx< 1),
(3) Ya3ba>b. (6) ¥x (x = 0) = (Fy x =»?).

2.2 Preuve directe qu’une formule quantifiée est vraie

Définition 24. Soit P(x) un prédicat. Le domaine (ou univers) de P(x) est I’ensemble (noté
D) des valeurs que peut prendre la variable x. Dans le cas d’un prédicat a plusieurs variables
P(x1,...,x,), si chaque variable x; peut prendre ses valeurs dans I’ensemble D; (pouri=1,...,n),
le domaine de P(xy,...,x,) sera ’ensemble D| X D X - --Dj,.

Définition 25. Soit x une variable et ¢ une formule du premier ordre. On dit que la variable x est
libre dans la formule ¢ si elle n’est pas quantifiée.

Exemple 26. Dans la formule 3a a+ b = 0, la variable b est libre, mais la variable a n’est pas
libre.

Le but de la sémantique de la logique du premier ordre est d’associer a chaque formule (sans
variable libre) la valeur vrai, notée 1 ou la valeur faux, notée 0. La sémantique d’un prédicat
P(x), de domaine D, est donnée via une fonction P : D — {0, 1}, qui associe a chaque élément
du domaine D une valeur de vérité qui est soit 1 (vrai), soit 0 (faux). Dans le cas d’un prédicat a
plusieurs variables P(xj,...,x,), de domaine D| X D, X - -- D, la sémantique est donnée via une
fonction P: Dy x Dy X ---D,, — {0, 1}.

Soit P(x) un prédicat de domaine D.
(1) La formule Vx P(x) est vraie si et seulement si pour tout a € D, on a P(a) = 1.
(2) La formule 3x P(x) est vraie si et seulement si il existe a € D, on a P(a) = 1.
Afin d’expliciter le domaine du prédicat, on écrit
(1) Vx € D P(x), au lieu de Vx P(x);



(2) 3x € D P(x), au lieu de 3x P(x).

Exemple 27. (/) 3neN n>>5.
(2) VaeRVbeRVceR ((a#0)A(b*—4dac>0)) = (IxeR ax’+bx+c=0).

2.2.1 Quantificateurs et connecteurs logiques

A votre avis, les deux formules ci-dessous sont-elles équivalentes ?

@1 =3x P(x) AQ(x) ; ¢ = 3x P(x) Adx Q(x).

Pour éviter toute ambiguité dans une méme formule, il faut toujours utiliser des noms de variables
différentes pour chaque variable utilisée. La formule Jx P(x) A 3x Q(x) est ambigué. On écrira
plutdt 3x P(x) A Jy O(y).

Le cas important de I’implication. Soient ¢; et ¢, deux formules (sans variable libre). Une
preuve directe de la formule ¢; = @, consiste a supposer que ¢ est vraie et a en déduire que ¢,
est vraie. En effet, dans le cas ou ¢ est fausse, I’implication ¢; = ¢, est automatiquement vraie.
Il est donc important de comprendre ce que 1’on peut déduire quand on sait qu’une formule du
type Jx P(x) (resp. Vx P(x)) est vraie.

2.2.2 Sens de lecture et alternance des quantificateurs

Les formules de la logique se lisent de la gauche vers la droite, comme en francais. L’ordre des
quantificateurs est important.

(1) IxeRVyeR P(x,y) se lit « il existe un réel x tel que quel que soit le réel y P(x,y). »
Dans cette formule, Jx est placé avant Vy. Le choix de la valeur de la variable x (existen-
tiellement quantifiée) doit étre indépendant de la valeur de la variable y (universellement
quantifiée).

(2) Vxe R3dy e R P(x,y) se lit « quel que soit le réel x, il existe un réel y tel que P(x,y). »
Dans cette formule, Jy est placé apres Vx. Le choix de la valeur de la variable y (existen-
tiellement quantifiée) peut donc dépendre de la valeur de la variable x (universellement
quantifiée).



2.3 Preuve directe qu’une formule quantifiée est fausse

Dans ce cours, nous verrons une unique méthode pour prouver qu’une formule quantifiée est
fausse. Il s’agit de prouver que la négation de cette formule est vraie (Figure 1).

Objectif : Prouver que la formule ¢ est fausse.

Méthode : On prouve que la formule —¢ est vraie.

Conclusion : La formule ¢ est fausse.

FIGURE 1 — Unique méthode a appliquer pour prouver qu’une formule est fausse.

Afin de pouvoir nier une formule quantifiée, nous devons définir la maniere dont la négation
affecte les quantificateurs.

Définition 28. Négation des quantificateurs
(1) —(¥x P(x)) est équivalente a Ix —P(x).
(2) —(3x P(x)) est équivalente a Vx —P(x).

2.4 Exercices

Exercice 1.29. Déterminez si les phrases suivantes sont des prédicats.

(1) L’ordinateur numéro x est en panne. (3) Le plus joli nombre est n.
(2) L’ ordinateur numéro x est-il en panne ? 4) x+2<0.

Exercice 1.30. On considere le prédicat P(x) défini par x+ 1 > 2. Déterminez la valeur de vérité
de P(0), P(—1), P(2) et P(m).

Exercice 1.31. On considere le prédicat Q(a,b) défini par a*> — b = 0. Déterminez la valeur de

vérité de 0(0,0), 0(1,2), 0(2,4), et Q(v/2,2).

Exercice 1.32. Traduisez les phrases suivantes en formules.
(1) Il existe un nombre réel strictement inférieur a 4.
(2) Tous les nombres entiers sont négatifs.
(3) 1l existe un nombre réel plus grand que tous les autres nombres réels.
(4) Quel que soit un nombre réel, il existe un nombre réel strictement plus grand.
(5) Tout nombre réel est un carré.
(6) Quel que soit un nombre réel, si ce nombre est positif, alors c¢’est un carré.
(7) 1l existe au moins deux nombres naturels qui sont différents.
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Exercice 1.33. Traduisez les formules suivantes en francais.

(1) dJaeRa<O.

2) IxeRVyeR x<y.

B)VacZ (3ki€Za=2k)V (Fkry€Za="2ky+1).
4) VxR (x=0)= (FycRx=)>).

(5) VacZ (3ki€Za=3k) = (k€ Za=>5k).

Exercice 1.34. On note P(a,b), le prédicat qui se lit « la clef a ouvre le coffre-fort b ».

(1) Traduisez les formules suivantes en frangais.
(a) Ja Vb P(a,b). (b) Ya 3b P(a,b). (c) Ya Vb P(a,b).

(2) Traduisez les phrases suivantes en formules.

(a) Il existe une clef qui ouvre tous les coffres forts.
(b) 1l existe un coffre fort qui ne peut tre ouvert par aucune clef.

Exercice 1.35. Prouvez que les formules suivantes sont vraies.

(1) 3aeN a>25. 4) VxeR x*>0.
2) BbeR I<b<i 5) HeR (x=1)=(2=1).
3) VxeR x<x+1. 6) VxeR (4<2)= (x>0).

Exercice 1.36. Prouvez que les formules suivantes sont vraies.

(1) IxeR FyeR x=y. (3) 3aceN VbeN ab=0.
2)VaeN JdbeN a<hb. 4) IxeRx>0NdyeRy<O.
(5) (3a€Za>5)= (IbcZb>3).

6) Vac N VbeN (a+b)>=a®>+2ab+ b

(7) (VxeRx?*>0)= (VyeRy*+1>0).

@) (AeERFP+2+x+1=0)= (FyeR (Y’ +y*+y+1)(?+1)=0).

©) (VaeR [ e¥dx>0)= (FbeR [° e dx>0).

Exercice 1.37. Prouvez que les formules suivantes sont vraies.
(1) JaeNdbeNdceN a<b<ec.
2) Vae NdbeNdceN a<b<ec.
(3) dJaeNVbeNdceN a<b<ec.
4) VxeZIyeZVzeZ (y<z)V(z<x).
(5) VaeRVbeR (a<b) = (JceRa<b<c).

Exercice 1.38. Donnez la négation des formules suivantes.
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(1) VaeR a*+1#0. B) VacQ FIcQ a+b=0.
2) HeN ¥ < 4) JacZ VbeZ a®=>h>.
5) VxeR VyeR x+y<x—y.

6) Vae R VbeR dceR a+b+c=0.

(7) JaeNdbeNdceN a<b<ec.

B) VaeRIbeRVceR ¢>0=a+b+c>0.

Q) YVacRVbeR (a<b) = (JceRa<b<c).

Exercice 1.39. Donnez en francais correct, la négation des phrases suivantes.

(1) « Il existe un nombre réel supérieur a trois ».
(2) « Il existe un nombre naturel, pair et multiple de cing ».
(3) « Quel que soit n un naturel, si n est pair alors n+ 1 est impair ».

Exercice 1.40. Prouvez que les formules suivantes sont fausses.

(1) Vae R a<37. B)VacQ IbeQ ab=1.
2) IxeN x>x+1. 4) dacZ YbeZ a<b.

Exercice 1.41. Prouvez que les formules suivantes sont fausses.
(1) VxeR YeR x*+y?>=(x+y)%
(2) VacR VbeR (a+b)?#a*>+b%
B) daeZVbeZdceZ a<b<c.

Exercice 1.42. Déterminez si les formules suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez.

(1) IaeN a*+2a+1=0. (5) JaeN FIeN a+b=T.
(2) Ja€Z a*+2a+1=0. 6)VaeZ 3IbeZ b<a.
(3) VxeR x=x% (7) JaeN VbeN a<hb.
(4) VxeR  x#x% ®) JacZ VbeZ a<hb.

(9) VaeN VheN (a<b)= (a®=0b?).
(10) Vae RIbeRVceR a+b+c>0.
(11) VaeRIbeRVceR ¢>0=a+b+c>0.

Exercice 1.43. Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

(1) Il existe un nombre réel strictement supérieur a son carré.
(2) Tous les naturels strictement négatifs sont pairs.
(3) Tous les chiens qui volent crachent du feu.
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3 Techniques de preuve

3.1 La preuve par induction (ou récurrence)

La preuve par induction (ou récurrence) est une technique de preuve qui permet de prouver
qu’une formule du type Vn € N P(n) est vraie. On distingue I’induction faible (Figure 2) et
I’induction forte (Figure 3).

Objectif : Prouver que la formule Vn € N P(n) est vraie.
Méthode : Preuve par induction (faible)
(1) Cas de base : On prouve que P(0) est vraie.
(2) Cas général : On prouve que Vn € N (P(n) = P(n+ 1)) est vraie.

Conclusion : La formule Vn € N P(n) est vraie.

FIGURE 2 - Principe d’induction (faible).

Objectif : Prouver que la formule Vn € N P(n) est vraie.
Méthode : Preuve par induction (forte)
(1) Cas de base : On prouve que P(0) est vraie.
(2) Cas général : On prouve que Vk € N (P(O)AP(1)A---AP(k) = P(k+1))

Conclusion : La formule Vn € N P(n) est vraie.

FIGURE 3 — Principe d’induction (forte).

3.2 Preuve par contraposée

La preuve par contraposée est une technique de preuve qui permet de prouver qu’une formule du
type P = Q est vraie. Cette technique exploite le fait que I’implication P = Q est équivalente a
sa contraposée =Q = —P (Figure 4).

3.3 Preuve par I'absurde

La preuve par 1’absurde est une technique de preuve qui consiste a nier la formule que 1’on
souhaite prouver afin d’obtenir une contradiction (Figure 5).
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Objectif : Prouver que la formule P = Q est vraie.
Méthode : Preuve par contraposée

(1) On prouve que la formule ~Q = —P est vraie.

Conclusion : P = Q est vraie.

FIGURE 4 — Preuve par contraposée.

Objectif : Prouver que la formule ¢ est vraie.
Méthode : Preuve par I’absurde
(1) On nie la formule @, c’est-a-dire que I’on considere la formule —¢.

(2) On suppose la formule —¢ vraie et on montre que cela conduit a une ab-
surdité (par exemple 2 = 5). De facon formelle, on prouve que la formule
—¢ = 0 est vraie.

Conclusion : La formule ¢ est vraie.

FIGURE 5 — Preuve par 1’absurde.

3.4 Exercices

Exercice 1.44. Dans cet exercice, on introduit une notation importante (symbole sommatoire)

qui sera utilisée dans la suite.
n

apt+ay+---+a,= Zak.
k=0

(1) Calculez les valeurs des sommes suivantes.
3 3 3 5 3 3
@Y1 ®»Y1 ©@YLk @Y1 @YK Y E+).
k=1 k=0 k=1 k=3 k=0 k=1

(2) Récrivez les expressions ci-dessous a 1’aide du symbole sommatoire.

(@) 14+2+34+4+5+6+7. (e) —14+2—-3+4-54+6-17.
(b) 3+4+5+6+7+8. (f) 3% +4%+5%+62%.
(c) 5+5+5. (g) 23 4+3*+4° 455
(d) 2+4+6+8+10. (h) 12 4+324+52+72.

(1) Traduisez les expressions suivantes a 1’aide du symbole sommatoire.

i. La somme des 42 premiers nombres naturels.
ii. La somme des carrés des 10 premiers nombres naturels.
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iii. La somme des 5 premiers nombres naturels pairs.
iv. La somme des 7 premiers nombres naturels impairs.

n
Exercice 1.45. On note P(n) le prédicat Z > = n*+n—1.Donnez P(k+1).
=1

n
Exercice 1.46. On note P(n) le prédicat Z j* = n’. Donnez P(n+1) et P(k).
j=1

Exercice 1.47. Prouvez, par induction, que quel que soit n € Ny, on a

i n+1)

Exercice 1.48. Prouvez, par induction, que quel que soit n € Ng, on a

n+1)(2n—|—1)‘

2
Zk 6

Exercice 1.49. Prouvez, par induction, que quel que soit n € N, n® —n est un multiple de 3.
Exercice 1.50. Prouvez, 2 I’aide de la contraposée, que quel que soit a € Z, si a” est pair, alors a

est pair.

Exercice 1.51. Prouvez, a I’aide de la contraposée, que quel que soit a € Z, si 3a + 2 est impair,
alors a est impair.

Exercice 1.52. Prouvez la formule suivante a I’aide de la contraposée.

VaeN VYbeN VneN (ab=n)= (a<+/nVb</n)

Exercice 1.53. Prouvez la formule suivante a I’aide de la contraposée.

YacZVbeZ a+b>=15=a=>7Vb>"1
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Exercice 1.54. Prouvez I’affirmation suivante a I’aide de la contraposée. Quel que soient deux
entiers, si leur produit est impair, alors ces deux nombres sont impairs.

Exercice 1.55. Prouvez, par I’absurde, que la formule suivante est vraie.

VacRVPeR (ac QAL L Q)= (a+b&Q).

Exercice 1.56. Prouvez, par I’absurde, que quel que soit a € Z, si a est pair, alors a est pair.

4 Ensembles et fonctions

4.1 Appartenance et inclusion

Définition 57. Un ensemble est une collection d’objets. Les objets de 1I’ensemble sont appelés
les éléments de I’ensemble. Si A est un ensemble et a est un élément de A, on dit aussi que a
appartient a A (on dit aussi que A contient a). On note alors a € A. Dans le cas ol a n’appartient
pasaA, onnote a & A.

Définition 58. Un ensemble est défini en extension si on donne explicitement la liste de ses
éléments. Par exemple : {1,2,3}.

Définition 59. Un ensemble est défini en compréhension si on donne une formule qui définit
ses éléments. Si P(x) est un prédicat de domaine A, I’ensemble {x € A | P(x)} est défini en
compréhension. Par exemple : {n € N | n est pair}.

Définition 60. On dit que I’ensemble A est inclus dans 1’ensemble B, noté A C B, si et seulement
si
Vx x€A=x€B.

Définition 61. On dit que deux ensemble A et B sont égaux, noté A = B, si et seulement si
ACB A BCA.

Définition 62. Soit A un ensemble et n € N. Si A contient exactement n €léments distincts, on
dit que A est un ensemble fini et que la cardinalité de A est n. La cardinalité de 1’ensemble A est
notée |A|.

Définition 63. L’ensemble vide est I’ensemble ne contenant aucun élément. Il est noté @ ou { }.
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4.2 Union, intersection et complémentaire

Définition 64. L’union de deux ensembles A et B est I’ensemble noté A U B et défini ci-dessous.
AUB={x|x€AVxeB}.

Définition 65. L’intersection de deux ensembles A et B est I’ensemble noté A N B et défini ci-

dessous.
ANB={x|x€ANx € B}.

Définition 66. On se fixe D un domaine. Soit A un ensemble, le complémentaire de A (dans D)
est noté A ou A€ ou encore D \ A et est défini ci-dessous.

A=A°=D\A = {xeD|xgA}.

AUB ANB

D\A

4.3 Fonctions, domaine, image et composition

Définition 67. Soit f : A — B une fonction. Le domaine de f est I’ensemble noté Dom(f) et

défini ci-dessous.
Dom(f)={a€A|3beB f(a)=b}.

Définition 68. Soit f : A — B une fonction. L’image de f est I’ensemble noté Im(f) et défini

ci-dessous.
Im(f)={beB|3JacA f(a)=>b}.

Définition 69. Soit f : A — B une fonction. On dit que f est une application si et seulement si
Dom(f) = A.

Définition 70. Soient f: A — Bet g: B— C deux fonctions. La fonction qui consiste a appliquer
f etensuite g est notée go f : A — C est définie par go f(a) = g(f(a)).
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4.4 Injectivité, surjectivité, bijectivité et (dé)croissance

Définition 71. On dit que f : A — B est injective si et seulement si
Va; € Dom(f) Va, € Dom(f) a; # a, = f(a1) # f(az).
Définition 72. On dit que f : A — B est surjective si et seulement si
VbeB3acA f(a)=D>.

Définition 73. On dit que f : A — B est bijective si et seulement si f est a la fois injective et
surjective.

Définition 74. On dit que f : R — R est croissante si et seulement si

Va; € Dom(f) Va, € Dom(f) a; <ay = f(a;) < f(az).
Définition 75. On dit que f : R — R est strictement croissante si et seulement si

Va; € Dom(f) Vay € Dom(f) a; <ap = f(a1) < f(az).
Définition 76. On dit que f : R — R est décroissante si et seulement si

Va; € Dom(f) Va, € Dom(f) a; <ay = f(a;) > f(az).
Définition 77. On dit que f : R — R est strictement décroissante si et seulement si

Va; € Dom(f) Vay € Dom(f) a; <ap = f(a1) > f(az).

4.5 Exercices

Exercice 1.78. Donnez en extension les ensembles suivants.

(1) Aj ={x€R | x> +2x+1=0}. 4) As={neN|n>10An<12}.
(2) Ay ={x€Z |x*-5x+6=0}. (5) As ={n e N |nestpair An<8}.
(3) A3 ={xeN |[x>—-1=0}. 6) Ag={neN|n>3=n<2}.

Exercice 1.79. Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

(1) 1€N (3) 1CN () 2€{2,{2}}.

@) {1} €N @ {1} CN ©) {2} €{2.{2}}.
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(7) 2C {2,{2}}. (12) NC {N,Z} (17) [0,2] ={0,1,2}

(®) {2} €{2,{2}}. (13) {N} eZ (18) [0,1] C [0,2]

9 NeZ (14) {N} CZ

(10) NC Z (15) (N} e {N,Z} (19) [0,1] < [1,2]
(1) Ne{N,Z} (16) {N} C {N,Z} (20) {[0,1]} < {[1,2]}

Exercice 1.80. Soient A = {1,2} et B={1,2,3}. ACB?BCA?
Exercice 1.81. Soient A = {1,2,1,2,1} et B={1,2,3}. A est-il inclus & B?
Exercice 1.82. Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

(@NCR (b) {N} C {R}.

Exercice 1.83. Donnez la cardinalité des ensembles suivants.

(1) A; ={0,1,2}. 4) Ay={neN|n>=10An< 12}
(2) Ay ={0,1,2,0}. (5) As={xeR | x> +2x+1=0}.
(3) Az ={neN|n<4}. (6) Ag = {x R |x*>=2}.

Exercice 1.84. Déterminer si les paires d’ensembles suivants sont égaux. Justifier.
() {1,2,3} et {1,2,2,3,1}.
() {xeR|x*—2x+1=0}et{1}.
(3) {n € N|nest premier} et 2N.

Exercice 1.85. L’ensemble {0} est-il égal a I’ensemble vide ?

Exercice 1.86. Pour chaque paire d’ensembles A et B donnée ci-dessous, calculezANB et AUB.

(1) A={0,1,2} et B={2,3,4}. (5) A=NetB=7Z7.
2) A={p,q,r} et B={p,q,r}. (6) A={0,1,2} et B=N.
3) A={X,Y,Z}etB={W,X,Y,Z T} (7) A=NetB={0,1,2}.

(4) A ={un,deux,trois} et B= {3,4}.
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Exercice 1.87. Dans chacune des situations suivantes, calculez le domaine et I’'image de la fonc-
tion représentée.

h f2
A A A —e W | B
ae e a aet— |
| e x
b e —e b b e
/ [ Y%
c o o c o’
Se
fs fe
A C A A
a e o | a e /o a
b 0\\ b o\z\. b
c e —~e 2 c o ~e C
Exercice 1.88. Pour chacune des fonctions ci-dessous. Donnez le domaine et 1I’image.
() g1:R—>Roug(x)=x+1. 4) g4:R— Rob g4(x) = 5.
2) g2:R—=Rob g(x) =x. (5) g5:R— Rougs(x) = 142,
(3) g3:R— R ot g3(x) = /x. (6) g6:N— Nougg(x) =x+1.

Exercice 1.89. Parmi les fonctions des exercices 1.87 et .88, déterminez celles qui sont des ap-
plications.

Exercice 1.90. Parmi les fonctions de I’exercice .87, déterminez celles qui sont injectives, sur-
jectives ou bijectives.

Exercice 1.91. Pour chacune des fonctions ci-dessous, déterminez si elle est injective, surjective,
bijective, (strictement) croissante ou (strictement) décroissante.

(1) fi:R—Rob fi(x) =x+1. @ fa:00,1] = Roi f4(x) = 5.
(2) fr:R—Rob fo(x) =% (5) fs:Ro—Rob f5(x) =1 +2,
(3) f3:RT = Rt ol f3(x) = »2. (6) fo:[0,1] = [5,25] ot fi(x) = 3x+5.
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Exercice 1.92. On considere les fonctions de 1’exercice 1.87. Si possible, calculez les composées

suivantes : (a) f1 0 f2, (b) f20 f1. (¢) f10 f1,(d) f20 /2. (e) fiof3, () frofe.(e) f10f3, (D) fio fe.

Exercice 1.93. Dans chacun des cas suivants, calculez (si possible) foget go f.
(1) f:R—Rol f(x) =xetg:R — R ot g(x) = x°.
) f:R—=Rouf(x)=x+1letg:R—Rougx)=x
3) f:R—Rouf(x)=e¢'etg:R—Rougx)=x+1.
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5 Quelques objets mathématiques importants

5.1 Nombres, opérations et relations

Exercice 1.94. Est-ce que certains des nombres ci-dessous sont égaux ?

0;1;2; :0,5:3,14;0,3333...;V2: V3; V4, 1.

W =

1 .
2 9

Exercice 1.95. Effectuez les opérations ci-dessous.

(1) 14+3= 5) 3+35= 9) 22+2°3 = (13) V2+3=
2) 1-3= © 1—%1= (10) 2223 = (14) V2-v2=
3) 1-:3= 7 5 4= (11) 22.23 = (15) (V3)*=

@) 1+3= 8) 1 +1= (12) 22+2% = (16) /(—-2)2=

Exercice 1.96. Classez par ordre croissant (du plus petit au plus grand) les nombres suivants :

1
’3’

)

1:2:3:4: :3.14;1,4;138: V2, 7.

W

| =
| W

Exercice 1.97. Classez par ordre croissant (du plus petit au plus grand) les nombres suivants :

4

9_3’

—1
;=15 -2;2; — —
2

; ; —0,3; 0,3.

9

B W
S
YOV
Slw

. 1 .
’_37

| =

Exercice 1.98. Effectuez les opérations ci-dessous et simplifiez au maximum la réponse finale :

M §= 3) 35 = (5) Ltk = (7) B3 =
@) <3é>2: @) (321>2: (6) (2§+3§>2: (8) (2%.35)2:
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Exercice 1.99. Trouvez tous les nombres réels dont le carré est égal a son double.

5.2 Quelques ensembles
On rappelle ci-dessous quelques ensembles classiques.

= [’ensemble des nombres naturels, noté N.
N={0,1,2,3,...}
= L’ensemble des nombres naturels non-nuls, noté N,.
No={1,2,3,...}
s L’ensemble des nombres entiers, noté Z.
z=A{...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}
= L’ensemble des nombres rationnels, noté ().
Q= {g’anbeNO}
= [’ensemble des nombres réels, noté R.
R ={a,d\drd3---|a€Z,dy, dr, ds,...c N}
= [’ensemble des nombres complexes, noté C.
C={a+bi|a, beR},

le nombre complexe i étant une solution de I’équation x> + 1 = 0.
On mentionne également quelques autres ensembles.

= [’ensemble des nombres pairs ou multiples (entiers) de deux, noté 27Z.
22 =A...,—6,—4,-2,0,2,4,6,...} = {2a|acZ}
= [’ensemble des nombres impairs, noté 27 + 1.
22+1=A...,-5,-3,-1,1,3,5,...} = {2a+1|acZ}
= [’ensemble des multiples (entiers) de trois, noté 37Z.

32=4...,—-9,-6,-3,0,3,6,9,...} = {3a|a€cZ}
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5.3 Quelques fonctions

Exercice 1.100.

Quelques fonctions élémentaires sont représentées dans les figures 6, 7 et 8. Pouvez-vous associer
chacune des fonctions avec son graphe ?

.

FIGURE 6 — fi(x) = 1, fo(x) =x, f3(x) = e“et fa(x) =1

Définition 101. Soit n € N, la factorielle de n, notée n!, est définie par
n'=123-...-(n—1)-n.

Par convention, on pose que 0! = 1.

Exercice 1.102. Calculez 1!, 2!, 3!, 4!, 5!.
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FIGURE 7 — f5(x) =2, fs(x) = x>

1
1

FIGURE 8 — f7(x) = sin(x), fg(x) = cos(x)
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5.4 Autres objets
5.4.1 Coefficients binomiaux et triangle de Pascal

Définition 103. Quel que soit n € N, quel que soit k € N tel que k < n, le coefficient binomial,
noté (Z) , lu « k parmi n », est défini par

parfois aussi noté Ck. Le coefficient (Z) est le nombre de sous-ensembles de k €léments dans un
ensemble de n éléments.

Définition 104. Le triangle de Pascal est une présentation des coefficients binomiaux dans un
triangle. Une représentation des sept premieres lignes du triangle de Pascal est donnée sur la
Figure 9.

Ligne 0 ©) 1

Ligne 1 G () (I

Ligne 2 & G0 R
Ligne 3 BCRENE IEENE I
tied () () O @) () L4 6 4
Ligne5 () () 0 Q) @ 6 L 5 10 10 5 1

Ligne6 () () (9 ) ) ) ) 1 6 15 20 15 6 1

FIGURE 9 — Sept premieres lignes du triangle de Pascal.

Proposition 105 (Propriété des coefficients binomiaux). Quel que soient n, k € N tels que 0 <

k<n ona
n\ (n—1 n—1
(&) = =)+ ()
Exercice 1.106 (Marche de I’ivrogne). Apres avoir bien bu, un étudiant sort d’un bar. Il habite
dans la méme rue que le bar, mais il ne sait plus ou... A chaque pas, il va vers la droite avec
une chance sur deux, et vers la gauche avec une chance sur deux. On peut représenter sa rue

par I’ensemble des entiers Z. Si on suppose que la position du bar est en 0, ou (et avec quelle
probabilité) peut se trouver notre étudiant apres 1 pas? 2 pas? 3 pas? 4 pas? n pas?
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5.4.2 Suite de Fibonacci

Définition 107. La suite de Fibonacci est une suite de nombres naturels dans laquelle chaque
terme est la somme des deux termes qui le précedent. On note F,, le neme éléments de cette suite,
définie formellement par induction ci-dessous :

Fo=0;F=1; Fp=Fi1+F.

Exercice 1.108. Calculez les cinq premiers éléments de la suite de Fibonacci.

Exercice 1.109. Prouvez I’égalité ci-dessous (par induction forte).

h- <<1+2¢§>"_ (1_2ﬁ>n>
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6 Exercices supplémentaires

6.1 Logique propositionnelle

Exercice 1.110. Le coach d’un club de sport affirme : « S’il pleut dimanche, le match sera an-
nulé. ». Le match de dimanche a été annulé. Peut-on conclure qu’il a plu dimanche ?

Exercice 1.111. Quatre cartes comportant un chiffre sur une face et une lettre sur I’autre, sont
disposées a plat sur une table. Une seule face de chaque carte est visible. Les faces visibles sont
les suivantes : D, 7, 5, K. Quelle(s) carte(s) devez-vous retourner pour déterminer la véracité de
la regle suivante : Si une carte a un D sur une face, alors elle porte un 5 sur I’autre face. 1l ne
faut pas retourner de carte inutilement, ni oublier d’en retourner une.

Exercice 1.112. On considere la regle ci-dessous.

S’il n’y a pas de carré rouge a gauche, alors il y a un cercle jaune a droite.

(1) Donnez un exemple de deux figures colorées de votre choix (une a gauche et une a droite)
qui satisfait la regle.

(2) Donnez un exemple de deux figures colorées de votre choix (une a gauche et une a droite)
qui invalide la regle.

Exercice 1.113. On considere les propositions suivantes :
= C: «Jeregois une contravention »,
» E : «Je suis en état d’ébriété »,

. «Je porte mes lunettes »,

L:

= M : «Je suis myope »,
P : «Je possede un permis de conduire »,
V:

« Je conduis une voiture ».

(1) Traduisez les formules suivantes en frangais.
(a) (EAV)=C. (b) M N-L. (c) =P = V. d M=L)=V.

(2) Traduisez les phrases suivantes en formules.

(a) Si je suis en état d’ébriété, alors je recois une contravention.
(b) Si je suis myope et que je ne conduis pas, alors je ne recevrai pas de contravention.
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(c) Si je suis myope, alors si je conduis, alors je porte mes lunettes.

(d) Si je suis myope, alors si je ne porte pas mes lunettes quand je conduis une voiture,
alors je regois une contravention.

(3) Donnez (en francais) la négation des phrases du point précédent.

Exercice I.114. On imagine que vous avez passez un test sanguin pour une maladie. La seule
chose que 1’on sait sur ce test est que :

Si le test sanguin est positif, alors vous €tes malade.

= Votre test est positif, pouvez-vous déduire que vous €tes malade ?
= Votre test est négatif, pouvez-vous déduire que vous n’étes pas malade ?
= Vous €tes certain d’étre malade, pouvez-vous prédire le résultat du test?

= Vous €tes certain de ne pas étre malade, pouvez-vous prédire le résultat du test ?

Exercice 1.115. On imagine que vous avez passez un test sanguin pour une maladie. La seule
chose que 1’on sait sur ce test est que :

Si vous étes malade, alors le test sanguin sera positif.

Votre test est positif, pouvez-vous déduire que vous tes malade ?

Votre test est négatif, pouvez-vous déduire que vous n’étes pas malade ?

Vous étes certain d’étre malade, pouvez-vous prédire le résultat du test ?

Vous étes certain de ne pas étre malade, pouvez-vous prédire le résultat du test ?

6.2 Logique du premier ordre

Exercice 1.116. Traduisez les phrases suivantes en formules.
(1) Tl n’existe pas de solution réelle 4 1’équation x> + 1 = 0.
(2) Tl existe au plus une solution réelle a I’équation x> = 0.
(3) 1l existe exactement deux solutions réelles a I’équation 2 —2=0.
(4) Toutes les solutions réelles de 1’équation x> — 4 = 0 sont inférieures a 5.
(5) Quel que soit n un naturel, si n est pair alors n-+ 1 est impair
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Exercice 1.117. Prouvez que quel que soit a € Z, si a est un multiple de 4, alors a est pair.

Exercice 1.118. Prouvez que la somme de deux nombres impairs est un nombre pair.
Exercice I.119. Prouvez que quel que soit a € Z, si a est pair, alors a” est pair.

Exercice 1.120. Pour chacune des affirmations ci-dessous, déterminez si elle est vraie ou fausse.
Justifiez votre réponse.

() VxeR (x>3)= (x<x7).

(2) Ja€ZVbeZ a+b>0.

(3) JacZVbeRIceR (a>0)Ala+b+c=+5).
4) VaeRVbeRIxeR ax+b=0.

S) VaeRYbeRIxeR a>0 = ax+b=0.

6) VacRYbeRVeeRIxeR ax?+bx+c=0.

6.3 Techniques de preuve

Exercice 1.121. Prouvez, par induction, que quel que soitn € N, on an < 2".

Exercice 1.122. Prouvez, par induction, que quel que soit n € Ny, on a

i J3 . nz(l’l—|— 1)2

j=0 4

Exercice 1.123. Prouvez, par induction, que quel que soit n € Ny, on a

n
Y b =orl2
k=1

Exercice 1.124. Prouvez, par I’absurde, que zéro n’a pas d’inverse pour la multiplication.
Exercice 1.125. Prouvez, par I’absurde, que v/2 ¢ Q.
Exercice 1.126. Prouvez que V6 ¢ Q. En déduire que V2+3 ¢ Q.

Exercice 1.127. Déterminez si les formules (ou affirmations) suivantes sont vraies ou fausses.
Justifiez votre réponse.
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(1) JaeRVLeR (b>=0)= (a<b).

Q) Vv eRInpeRVx3eER x1+x+x3 =0.

(3) 1l existe un unique nombre réel strictement supérieur a 17.

(4) Pour tout nombre entier, si il est impair, alors son carré est impair.

n n "
(5) YneN k;)(k) = 2"

(6) Quel que soit a € Z, a est pair si et seulement si a® est pair.
(7) Quel que soit a € Z, a est pair si et seulement si a> est pair.
(8) Quel que soit a € Z, a est pair si et seulement si 2a + 6 est pair.
9) YacZNb €7 a*—4b+#2.
(10) VxR sin(x)+cos(x) > 1.
(11) Quel que soit le naturel a, si a est le carré d’un naturel, alors 2a n’est pas le carré d’un
naturel.

n
(12) VneN Y kk!l=(n+1)!—1
k=1
(13) Yay € Z 3ay € ZNay € Z 3k € Z  a; +ar +az = 2k.

(14) Ya, € Z day € ZNaz € Z ((3/(362613:2](3):}3](62 a1+a2+a3=2k).
(15) Vne N 2n < 2ntl

(16) Vne N 2 <2",

(17) VvneN n>2=2<2".

(18) Vne N 2n < 2",

(19) VneN n>2=2n<?2"

6.4 Ensembles et fonctions
Exercice 1.128. Prouvez que I’ensemble vide est unique.
Exercice 1.129. Prouvez que quel que soit un ensemble A, ona (a) 0 C A; et (b) A C A.

Exercice 1.130. Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez.

(1) Quels que soient les ensembles A et B,AUB =ANB.

(2) Quels que soient les ensembles A et B, AUB C B.

(3) Quels que soient les ensembles A et B, ANB C B.

(4) Quels que soient les ensembles A et B, si A C B, alors ANB = A.
(5) Quels que soient les ensembles A et B, si A C B, alors AUB = B.
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Exercice 1.131. Soit f : A — B une fonction.

(1) Montrez que f est injective si et seulement si
Va; € Dom(f) Va, € Dom(f) f(ay) = f(az) = a1 = as.
(2) Montrez que f est surjective si et seulement si

Im(f) = B.

Exercice 1.132. Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez.

(1) La composition de deux fonctions injectives est injective.

(2) La composition de deux fonctions surjectives est surjective.

(3) La composition de deux fonctions croissante est croissante.

(4) La composition de deux fonctions strictement croissantes est injective.

(5) Quelles que soit f: R — IR, si f est croissante alors f est injective.

(6) Quelles que soit f: R — R, si f est strictement croissante alors f est injective.

(7) Quelles que soient f, g: R — R, si g n’est pas injective, alors f o g n’est pas injective.

(8) Quelles que soient f, g: R — R, deux applications, si g n’est pas injective, alors fog

n’est pas injective.

(9) Quelles que soient f, g: R — R, si f n’est pas injective, alors f o g n’est pas injective.
(10) Quelles que soient f, g: R — IR, si g n’est pas surjective, alors f o g n’est pas surjective.
(11) Quelles que soient f, g: R — R, si f n’est pas surjective, alors f o g n’est pas surjective.

(12) Quelles que soient f, g: R — R, si f est croissante et g décroissante, alors f o g est
décroissante.
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Il. Fonctions et inéquations

7 Notions de base

7.1 Ordre sur R et intervalles

L’ordre < sur R possede les propriétés élémentaires suivantes :
» réflexivité : pour tout x € R, x < x;

antisymétrie : pour tout x,y € R, six <yety < xalorsx =y;

transitivité : pour tout x,y,z € R, six < yety < zalorsx < z.

= totalité : pour tout x,y e R, x <youy < x.

compatibilité avec 1’addition : pour tout x,y,z € R, six < yalors x+z < y+z.

compatibilité avec la multiplication : pour tout x,y € R, six > 0 et y > 0 alors xy > 0.

Un intervalle de R est un ensemble d’une des formes suivantes :
b[:={x€R|a<xAx<b} pour certains a < b réels;
bl :={x€R|a < xAx<b} pour certains a < b réels;
,b[:={x€R|a<xAx<b} pour certains a < b réels;
bl :={x € R |a<xAx< b} pour certains a < b réels;
—oo,b[:={x€R|x < b} pourunb € R;
—oo, b :={x€R|x < b} pourunb € R;
a,+oo[:={xeR|a<x}pouruna€R;

] ]—00, —|—<>°[ =R.

Notez qu’avec cette définition un singleton est un intervalle ({a} = [a,a]) mais pas I’ensemble
vide. Les quatre premiers cas sont appelés des intervalles bornés tandis que les cinq derniers cas
sont dit non bornés.

Souvent il est pratique (c’est ce que nous ferons) de considérer des intervalles non-orientés,
c’est-a-dire qu’on ne se soucie pas de 1’ordre des bornes, on prend toujours tous les réels entre
ces bornes. Par exemple, la définition pour |a,b| avec a,b € R est

Ja,b] := {xeR|a<xAx<b} sia<b,
Tl {xeR[b<xAx<a}l sia>b.
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Il est aisé de généraliser les définitions des autres types d’intervalle de la méme maniere (ceci est
a votre charge). Avec ces définitions d’intervalle, on a par exemple |a,b] = [b,a], ce qui illustre
que ’ordre des bornes n’est pas important. On peut donner des définitions de ces intervalles
non-orientés qui ne nécessitent pas de distinction de cas. Par exemple, pour I'intervalle |a,b]
ci-dessus, on a (pouvez-vous le montrez ?), quels que soient a # b réels,

Ja,b] ;= {(1—t)a+1b |1 €]0,1]}.

Les résultats analogues pour les autres types d’intervalle vous sont laissés comme exercices.

7.2 Fonctions monotones

Soit f : R — R une fonction et A C R. On dit que

» [ est croissante sur A (f /* sur A) si

Vxi,x € ANDomf, x1<x2 = f(x1) < f(x2)
= f est strictement croissante sur A (f X sur A) si

Vxi,xo € ANDom f, x; <xp = f(x1) < f(x2)
» [ est décroissante sur A (f ™\ sur A) si

Vxi,xo €eANDomf, x;1<xp = f(x1) = f(x2)
n [ eststrictement décroissante sur A (f N\, sur A) si

Vxi,xo € ANDomf, x;1<x» = f()q) > f(XQ)

On dit qu’une fonction est (strictement) (dé)croissante lorsqu’elle est (strictement) (dé)croissante
sur tout son domaine (i.e., A = R).

Si une fonction f est strictement croissante sur A, elle est en particulier croissante sur A. De plus
elle vérifie aussi
Vxi,xo € ANDom f, f(x1) < f(x2) = x1 <x2 (D

(vous devez pouvoir le montrer).

Les seules fonctions qui sont a la fois croissantes et décroissantes sont les fonctions constantes.
(Pouvez-vous le prouver ?)

Une fonction f est dite monotone (resp. strictement monotone) si f est croissante (resp. stricte-
ment croissante) ou décroissante (resp. strictement décroissante).
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7.3 Fonctions affines

Une fonction f: R — R : x — f(x) est dite affine si elle peut s’écrire sous la forme
f(x)=ax+b

pour certains a,b € R. Le graphe d’une fonction f : R — R est I’ensemble des points (x,y) € R?
tels que y est I’'image de x par f. On le note Graph f. Plus concisément,

Graph f := {(x, f(x)) :x € Ret f(x) existe}.

Il est important de remarquer que, pour tout x € R, il y a au plus un y € R tel que (x,y) €
Graph(f). Le graphe d’une fonction affine est une droite. Plus précisément, le graphe de la
fonction f(x) = ax+ b est la droite d’équation cartésienne y = ax+ b et d’équation paramétrique

(x,y) =(0,b) +4(1,a), AE€R.
La relation entre les équations cartésiennes et paramétriques est expliquée a la section 10,
page 52.

Le a d’une fonction affine f(x) = ax+ b s’appelle le coefficient angulaire, la pente ou encore la
dérivée de f. Si a > 0, la fonction est croissante (voir la définition ci-dessus); si a < 0, elle est
décroissante; si a = 0, elle est constante. Si (x,y;) est un vecteur directeur d’une droite avec
x1 # 0, cette droite est ' le graphe d’une fonction affine dont le coefficient angulaire est y; /xi.

La fonction identité sur les réels f : R — R : x — x est un cas particulier de fonction affine.

7.4 \Valeur absolue

La valeur absolue |x| d’un nombre réel x est définie par

Notez que Vx2 vaut |x| et non x (essayez avec des valeurs numériques !). Pour la résolution
d’inéquations comportant des valeurs absolues, on peut revenir a la définition et distinguer les
différents cas possibles ou, plus efficacement, utiliser les équivalences

x| <r <= (—r<xetx<r)
x| >r <= (x<—rour<x)

1. Démontrez le !
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qui sont valides pour tout” r € R. Nous vous laissons le soin de déduire les équivalences ana-
logues pour < (resp. >) au lieu de < (resp. >). Il est attendu que vous puissiez tracer le graphe
de |f| a partir du graphe de f. Vous devez étre également capables de résoudre graphiquement
des inéquations.

7.5 Polynéme du second degre

On dit qu’une fonction f : R — R est un polynéme du second degré si f peut s’écrire sous la
forme
f(x) =ax® +bx+c

pour certains a, b, ¢ € R avec a # 0. Le graphe d’une telle fonction est une parabole de sommet
—b/(2a). Si a > 0, la parabole est « tournée vers le haut »; si a < 0, elle est « tournée vers le
bas ».

Pour le signe d’une expression du second degré, trois cas peuvent se produire.

a Si A:=Db%—4ac <0, le signe de ax? + bx + ¢ est le méme que celui de a.

= Si A =0, le polyndme ax? + bx + ¢ s’annule en x = —b/(2a) et posséde le méme signe que
celui de a ailleurs.

= Si A >0, le polyndme ax? 4 bx + ¢ posséde deux racines x; < x5 (pour lesquelles vous avez
vu en secondaire des formules explicites), posseéde le méme signe que a a I’extérieur de ces
racines et le signe opposé a a entre celles-ci. On peut résumer ceci par le tableau suivant.

X ‘ X1 X2

ax? +bx +c ‘ sign(a) 0 —sign(a) O sign(a)

7.6 Fonctions de base

Les domaines, images, graphes et propriétés des fonctions suivantes sont supposés connus.

= R — R:x+— x% en fonction de @ € R. En particulier, les fonctions x — X2oxe 0, x e VX
et x — /x seront maitrisées.

= Les fonctions trigonométriques cos, sin, tg (les angles seront toujours en radians — sans qu’on
ait besoin de le préciser).

= Les fonctions trigonométriques inverses arcsin, arccos et arctg.

» Les fonctions R — R :x — e =exp(x) et R — R : x — Inx = logx.

2. Evidemment, si r < 0, on a des équivalences plus simples... Voyez-vous pourquoi ?
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Nous vous invitons a faire 1’exercice 11.7 afin de rafraichir vos connaissances.

Nous vous rappelons les regles de calcul sur les exposants (vous pouvez les retrouver a partir des
exposants entiers). Ces regles sont valables pour x > 0 et, plus généralement, des que les deux
membres sont bien définis.

w x%xP = xotB,

a (x¥)B =xP

7.7 Inéquations

Une inéquation est une inégalité du type f(x) < g(x) ou f(x) < g(x), ou f est g sont des fonctions
et x est une inconnue. On cherche pour quelles valeurs de x 1’inégalité est satisfaite. L’ ensemble
des solutions de I’'inéquation f(x) < g(x) estdonc {x € R | x € Dom f Ax € DomgA f(x) < g(x)}.
Résoudre I’inéquation f(x) < g(x), c’est exprimer I’ensemble de ses solutions

{xeR|xeDomfAxe€DomgA f(x) < g(x)}

comme union minimale > d’intervalles. Comme conséquence de cette minimalité, ces intervalles
doivent étre disjoints deux a deux (c’est-a-dire que I’intersection de n’importe quelle paire de
ces intervalles est vide). Il est facile d’adapter les définitions précédentes aux inéquations de la
forme f(x) < g(x).

8 Exercices

Exercice IL1. A partir des propriétés de 1’ordre sur R (page 33), établissez les affirmations sui-
vantes.
(1) Pourtoutx € R, (x >0etx<0)=x=0.
2) Pourtoutx e R, x <0< —x>0.
(3) Pourtoutx,yc R,x<y<y—x=>0.
(4) Pourtoutx,y € R, (x>0ety>0)=x+y>0.
(5) Pour tout x € R, X2 >0.
©6) 1>0=>—1.
(7) Pourtout x,y € R, si x
(8) Pourtoutx,y € R, six <0ety<0alorsxy>0.
(9) Pourtoutx,y e R,x<y& —x > —y.

> 0ety<0alors xy <O0.
<

3. La minimalité des intervalles signifie que leur nombre est le plus petit possible. Par exemple, on n’écrira pas
[0,1[U[1,2] mais [0,2] qui est une écriture du méme ensemble avec moins d’intervalles.
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(10) Pour toutx € R\ {0}, x>0« 1/x> 0.
(11) Pour toutx € R\ {0}, x <0< 1/x<0.
(12) Pour tout x,y,z€ R, si z> 0 alors x <y < xz < yz.
(13) Pourtoutx,y,z€ R, siz<0alors x <y < xz > yz.

Exercice I1.2. Tracez le graphe des fonctions suivantes :

» f1(x) =2x-3, « fo(x) =2x, » f3(x) =2x+3.

Résolvez algébriquement et graphiquement f;(x) > 0 pour i = 1,2,3.

Exercice I1.3. Tracer sur un méme graphique le graphe des fonctions suivantes :

= f(¥) = x|
= g(x) = |x—2
» h(x) = |x+2]

Exercice I1.4. Résolvez algébriquement et graphiquement les inéquations suivantes :

(1) |x] < |x—1| (4) |x* —x| < 2x
) [x[+x—1[<3 (5) x|x|[ >x
B3) 1+|r—x|<1—|7+x| 6) |x* —2x—3| <x*>—1.

Exercice IL5. Montrez que |a + b| < |a| + |b|. Déduisez en qu’on a ||a| — [b|| < |a — b|.

Exercice I1.6. Donnez les ensembles de solutions sur R des inéquations suivantes (indiquer au
préalable les conditions d’existence).

(1) |3x+5] <2 (6) 3x+2 < 2> +x—1]

) | +3x—3|>1 2x% —x—3
7 ——— <5
) 3x2—-2x—5

x+1
® |55 <3 L
2 ®) - <
2—x

4) |x*—3] <3x+2

Xx—1 3

o 9 VXx—1) 3

S |5 <2 x 8
x-—x—6
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1 1 Vx2

D) S Vi 9) B e~ 4
1 V3 242
(1) ————<x ve-odx 1
x+V1—x? (19) 7 x <\/}
2x% — 10x+ 14 3-2x\2  /6—5x\2
(12) =————>1 il X
x2—3x+2 (20) <x—1> = <x+2>
(13) =3V —x2—x+6<2(2x+1)<3 (21) logy(x+1)+logux < 1
(14) (2x+x)* +4(2x+x)? <5 (22) [sinx+1] <1
(15) 2x+14+V6—x—x2>0 (23) |2cosx— 3| < 3
x+1 4-—x (24) 2< [P +4x—1] < 4
(16) 1 \/2x+1 >\/2x+1

(25) |sinx| < cosx

(17) In(x—v1—x%) <0

Exercice I1.7. Parmi les graphes ci-dessous, reconnaissez ceux des fonctions élémentaires sui-
vantes :

(D R—>R:x—x2 (13) [~1,1] — R : x + arcsin(x)
2) R—=R:xr x*—4x (14) R — R : x +> arctg(x)
B)R—-R:x—x° (15) R — R :x > sin(x+7m/2)

4 R—=>R:xr x> —3x (16) R —» R : x> sin(x+ 7)

B) R>R:xr—4/x (17) R —» R : x> sin(1/x)

6) R—R:xesx?3 (18) R 5 R:xis e

(7 R—R:xx!/3 (19) R - R:x s In(x)

®) R—R:xr x| 20) R R:ixse ™

O R—>R:x—1/x ef e X
(10) R — R : x — sin(x) @D R = R:ix—sh(x) = —
(11) R— R : x> cos(x) e*+e

(22) R—R:x~ch(x):=

(12) R — R: x> tg(x)
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Graphe 1

Graphe 4

Graphe 2

Graphe 5

Graphe 7

Graphe 8

Graphe 10

Graphe 11
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Graphe 25 Graphe 26 Graphe 27

Exercice I1.8. Résoudre dans R les systemes suivants :

3x—5>2x—1
(D
Sx—8<3x+2

) {(x—i— 1)(x2—;—2x— 1)>0
—(x+1)x"+x-2)<0

Exercice I1.9. Toutes les droites sont-elles le graphe de fonctions affines ?

Exercice IL.10. Pour quelles valeurs de m € R le trindme x* 4 mx 4 m est-il strictement positif
dans I’intervalle [0, 1] ?

Exercice II.11. Donner, pour chaque valeur réelle m, le nombre de racines strictement supérieu-
res & 1 du trindme x? + 2mx + 7m — 10.

Exercice I1.12. Déterminer tous les nombres réels o pour lesquels on a que x> —x+ o > 0
pour tout x > 0.

Exercice I1.13. Résoudre, en fonction du parametre m € R, les inéquations :

x+1 2x—1 2x—1 2x—5 x+2
1 — <1 3 — >
M m 2 ) m+1 2(m+1) 3
mx 2x+3 x—1 m 1
2 4) ———>1
@ T T3 @ 1
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X2+ mx+1

Exercice I1.14. Pour quelles valeurs du parametre m € R a-t-on ) 5
xc+x+1

‘ < 3 quel que soit
xeR?

Exercice I1.15. Soit p € |1, +oo[. Résoudre dans R, en discutant selon les valeurs de p, I’inéqua-
tion pxz_1 > 51,

Exercice I1.16. Représenter dans R? I’ensemble des couples (x,y) vérifiant chacun des systémes
d’inéquations suivants.

(x+y—2>0 3) x| <letly <1
(1) § —x+6y—3<0 4 x+y[<1
< — <
[ 2x—y-8<0 ) Ol =lyl<1
; ©) |Ix| =yl <1
x—y+1>0
(2) ¢ x+y—4<0
(x—6y+3<0

Exercice I1.17. Prouver que les relations suivantes sont vraies pour n’importe quelles valeurs de
x,y € R.

(1) max{x,y} =3 (x+y+x—|)

(2) min{x,y} = 5 (x+y—[x—y|)

(3) (x+y)" :=max{x+y,0} <x"+y"
4) (x+y)” :=max{—x—y,0} <x~+y~

Exercice I1.18 (Test du 4 octobre 1999). Résoudre algébriquement et graphiquement

V25 —x2 < x.

Exercice 11.19 (Examen du 3 novembre 1999). Résoudre algébriquement et graphiquement 1’in-
équation suivante :
12x+9 < x> —2x—3

(Indiquer au préalable les conditions d’existence.)
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. Eléments d’algébre linéaire

9 Optimisation linéaire

Introduction

Les problemes étudi€s dans ce chapitre consistent a trouver la valeur optimale (maximum ou
minimum) d’une fonction dont les variables sont soumises a certaines restrictions. Par exemple :

= comment un agriculteur répartira-t-il ses cultures de maniere a réaliser un bénéfice maximum
tout en tenant compte du prix de revient de chaque culture, du nombre de jours de travail dont
il dispose,...

= si deux substances contiennent chacunes trois ingrédients A, B, C dont le colt est donné,
comment composer ces deux produits pour obtenir le mélange le moins coliteux contenant
14 % de A, 20 % de B et 10 % de C?

= comment trouver la valeur maximum de la fonction f(x,y) = 2x+ 3y si on la soumet aux
contraintes

0<x<4
0<y<3
x—y<2
x+y<3

Pour les deux premiers exemples, il s’agit de choisir, parmi toutes les solutions possibles, celle
qui maximisera la fonction « bénéfice » dans le premier cas ou celle qui minimisera la fonction
« prix de revient » dans le second. Le dernier exemple est purement mathématique. On cherche
parmi tous les couples (x,y) qui satisfont le systtme des contraintes, celui qui fournira la plus
grande valeur prise par la fonction f.

Dans ces notes, la fonction f a optimiser sera une fonction affine de deux variables, c’est-a-dire
de la forme
flx,y)=ax+by+c

et ces deux variables seront soumises a des contraintes définies par des inéquations linéaires
ax+by+c <0ou>0.
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9.1 Notions de base

Plagons-nous dans le plan cartésien R? = {(x,y) : x,y € R} muni d’un repére orthonormé. Suppo-
sons, sans perte de généralité, que 1’origine de tous les vecteurs considérés coincide avec I’origine
o du repére. A chaque point p de coordonnées (x,y), on peut donc associer un vecteur V= @
et réciproquement. On dit que c’est une correspondance 1-1 et on écrira V= (x,y).

y (x.y)

1
1
1
1
1
1
1
} > il
X X

FIGURE 10 — Un vecteur de R?

La norme (ou longueur) d’un vecteur v = (x,y) est | V|| = v/x% + 2.
Le produit scalaire de deux vecteurs V= (x1,y1) et V= (x2,y2) du plan est donné par
Vi V5 = (x1,y1) - (02,32) == x1x2 +y1y2 = [T ||| V3] cos 8 (2)

4

ou 6 est un des deux angles formé par les deux vecteurs * comme le montre la figure 11.

0
0

FIGURE 11 — Produit scalaire de deux vecteurs

Remarquons que le produit scalaire de deux vecteurs du plan est un nombre réel et pas un vecteur.
Par exemple, (1,—3)-(=2,—1) = 1.

De (2), nous déduisons que le produit scalaire de deux vecteurs est nul si et seulement si ils
sont orthogonaux (Voyez-vous pourquoi ?). Ainsi, tous les vecteurs (x,y) orthogonaux a (2,1)

4. Vi et v} définissent a priori deux angles. Vous pouvez choisir n’importe lequel des deux pour calculer le
produit scalaire. En effet, ces deux angles ont le méme cosinus. Justifiez pourquoi.
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vérifient I’égalité 2x + y = 0. Nous reconnaissons 1’équation d’une droite, notée Dy, qui passe
par I’origine du repére. De méme , I’ensemble des vecteurs (x,y) dont le produit scalaire avec
(2,1) vaut 3 est la droite d’équation 2x 4+ y = 3. Remarquons que ces droites sont paralleles.

Plus généralement, les droites d’équation 2x +y = ¢, ¢ € Ry, forment un faisceau de droites
paralleles a Dy. De plus, la figure 12 montre que le vecteur (2,1) est perpendiculaire a chaque
droite du faisceau.

\

FIGURE 12 — Droites paralleles

CONCLUSIONS :

= [’équation générale d’une droite D du plan est ax+ by = c. C’est ’ensemble des couples (x,y)
de R? dont le produit scalaire avec (a,b) vaut c. Le vecteur (a,b) est perpendiculaire a cette
droite ; il est appelé vecteur normal ou gradient”.

» Toute droite d’équation ax+ by = ¢’ est parallele a D.

» La figure 12 montre également que la valeur de ¢ augmente (respectivement diminue) lorsque
nous nous déplacons dans le méme sens (respectivement dans le sens opposé) que le gradient.
Ce dernier argument sera capital dans la résolution des problemes d’optimisation.

5. La notion de gradient sera abordée plus largement dans le cours d’analyse. Pour le moment, contentons-nous
de remarquer que (a,b) = (dy(ax+by),dy(ax+by)).
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9.2 Optimiser une fonction

> Optimiser la fonction f(x,y) = 2x+y sous les contraintes

Commengons par représenter graphiquement le systeme d’inéquations déterminé par les con-
traintes (voir figure 13). Nous obtenons ainsi le domaine A des solutions possibles du probleme.
Ce domaine est délimité par les sommets (0,0), (0,1), (1,2), (2,2), (3,1) et (3,0). C’est le
polygone des contraintes. Considérons ensuite le faisceau de droites D, d’équations 2x+y = ¢
associé a la fonction f a optimiser. Son gradient est le vecteur (2,1).

A

FIGURE 13 — Polygone des contraintes

Nous pouvons maintenant envisager la recherche du maximum et du minimum comme ceci :
I’'idée est de « balayer » le domaine A dans la méme direction que le gradient de maniere a faire
varier ¢. Des lors, trouver le maximum (respectivement le minimum) revient a trouver la plus
grande (respectivement la plus petite) valeur de c telle que D. N A ne soit pas vide.

La représentation du domaine A montre que nous pouvons supposer ¢ € RT. Le « balayage »
s’effectuera donc uniquement dans le méme sens que le gradient.

Nous déduisons facilement de ce graphique que le minimum de la fonction objectif f(x,y) =2x+
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y est atteint au sommet © (0,0). C’est le premier point rencontré lors du balayage. Le maximum
sera quant a lui atteint au dernier point du domaine qui intersecte une droite du faisceau, c’est-a-
dire le sommet (3, 1) défini par I'intersection des droites d’équations x = 3 et x+y = 4.

En conclusion, le minimum de la fonction f(x,y) = 2x+y sur A vaut 0 (= £(0,0)) et son maxi-
mum vaut 7 (= f(3,1)).

A priori, tous les points du domaine A sont des solutions possibles du probleéme. Toutefois, nous
avons le résultat suivant :

Théoréme 1. Soit une fonction f définie par f(x,y) = ax+ by + ¢ soumise a des contraintes de
la forme aix+bjy < ¢ (ou = c;), avec i =1,...,n. Si la valeur optimale (maximum ou minimum)
de la fonction f existe, alors elle est atteinte en au-moins un sommet du domaine A délimité par
les contraintes.

C’est une propriété générale que nous ne démontrerons pas ici. Son intérét est de restreindre la
recherche du maximum ou du minimum a un nombre fini de points.

> Maximiser la fonction f(x,y) = x+ 2y + 1 sous les contraintes

x>0

y=0
x—2y>—8
x/2+y<6
3x+2y<24

Le vecteur (1,2) est le gradient de la fonction. Nous avons représenté le domaine A déterminé par
les contraintes a la figure 14 . En balayant le domaine A dans le méme sens que le gradient, nous
voyons que le maximum est atteint en tous les points du segment joignant les sommets (2,5) et
(6,3). Cela montre qu’il n’y a pas systématiquement unicité de la solution. Cette constatation
se justifie ici par le fait que la droite passant par ces deux sommets a pour équation x/2 4y =6
(cf. le systeme des contraintes), ce qui peut encore s’écrire x + 2y = 12. Nous reconnaissons
alors I’équation d’une droite du faisceau défini par la fonction. Le maximum de la fonction
f(x,y) =x+2y+1 vaut donc 13.

> Soit la fonction f(x,y) = —x — 2y soumise au systeme de contraintes (S) représenté par la
figure 15. Cette fois, nous devons balayer le polygone des contraintes dans le sens opposé a
celui du gradient (—1,—1). Le minimum est donc atteint au dernier sommet rencontré lors du
balayage, c’est-a-dire en (3,3), tandis que le maximum est atteint en (1,1). Le minimum de la
fonction vaut alors —3 et le maximum vaut 1.

6. Puisque, d’apres les contraintes, x et y sont deux nombres positifs, nous pouvions prévoir ce résultat sans
passer par la résolution graphique.
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(8,0)

FIGURE 14 — Polygone des contraintes

FIGURE 15 — Polygone des contraintes
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> Un agriculteur possede 100 hectares de terre. Il désire planter des pommes de terre dans
une partie, du froment dans une autre et laisser, peut-&tre, la troisieme partie en jachere. Nous

disposons des informations suivantes :

pommes de terre | froment | total disponible
prix de la culture en
milliers de francs par ha 10 20 1100
jours de travail par ha 1 4 160
bénéfice net en milliers 40 120
de francs

Comment I’agriculteur doit-il organiser ses cultures pour réaliser un bénéfice maximum ?

Désignons par x le nombre d’hectares plantés avec des pommes de terre, et par y le nombre
d’hectares plantés avec du froment. Le nombre d’hectares laissés éventuellement en jachere est
100 —x —y.

Le probleme consiste & maximiser la fonction objectif f(x,y) = 40x + 120y.

Le choix des inconnues mene aux contraintes x > 0,y > 0 et x +y < 100. L’échéance impose
que x +4y < 160. D’autre part, 1’agriculteur ne dépensera peut-€tre pas tout 1’argent qui est
a sa disposition, ce qui s’exprime par 10x + 20y < 1100. Nous obtenons donc le systeme des
contraintes :

Les droites du faisceau défini par la fonction ont pour équation 40x + 120y = c¢. Leur gradient est
le vecteur (40, 120). Le balayage nous permet de localiser le maximum recherché : c’est le som-
met situé a ’intersection des droites d’équation x +4y = 160 et x + 2y = 110. Ses coordonnées
sont (60,25).

L’agriculteur réalisera un bénéfice maximum en plantant 60ha de pommes de terre, 25ha de
froment et en laissant 15ha en jachere. La valeur de ses gains s’élevera a 5400 milliers de francs.
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(40,120)

(100,0)

20

FIGURE 16 — polygone des contraintes
9.3 Exercices

(1) Trouver les valeurs maximum et minimum de la fonction f(x,y) = 2x+ 5y + 1 sous les
contraintes
x>0
y=0
3x+2y<6
—x+2y<4
(2) Dans une école, un groupe d’éleves se charge de vendre des croissants et des pains au
chocolat a la récréation. Pour pouvoir satisfaire la demande, ils doivent disposer au mini-
mum de 96 croissants et de 108 pains au chocolat. Deux boulangeries proposent pour le
méme prix : un lot A comprenant 8 croissants et 12 pains au chocolat; un lot B composé
de 12 croissants et 9 pains au chocolat.

Quelle commande les éleves doivent-ils passer dans chaque boulangerie pour satisfaire la
demande au moindre colt ?

(3) Soit la fonction f: R?> = R : (x,y) — f(x,y) = —3x — 2y. On considére le systéme des
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contraintes

3)
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=

ol & € |0,+oo[. On est intéressé a minimiser la fonction f sur I’ensemble des (x,y) qui
satisfont (3). Pour quelle(s) valeur(s) de o le minimum est-il atteint au point (1,1)?

10 Droites et plans

Le produit scalaire dans le plan nous a permis de rappeler qu’une équation cartésienne d’une
droite D du plan est ax + by = ¢ et que le vecteur v,, := (a,b) est normal a D.

Nous pouvons envisager la description d’une droite sous un autre angle. En effet, si D a pour
direction le vecteur v; = (xg,y4) et passe par le point (xo,yo), alors n’importe quel point (x,y)
de D s’écrira

(x,y) = (x0,0) +2A(x4,y4), A €R.

L’ équation ci-dessus est une équation paramétrique de D et le vecteur V4 est un vecteur directeur
de D. Bien entendu, on a la relation v_n> . v_d> =0.

Un vecteur directeur de la droite d’équation ax + by = ¢ est, par exemple, (—b,a). Pour passer
d’une équation paramétrique a une équation cartésienne, il suffit d’éliminer le paramétre A.

Plagons-nous maintenant dans I’espace R = {(x,y,z) : x,y,z € R}. De la méme maniére que dans

FIGURE 17 — Un vecteur de I’espace

R2, on écrira V = (x,y,z) pour désigner un vecteur de ’espace et on aura || V|| = /x2 +y2 + 22
(voir figure 17).
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Le produit scalaire des vecteurs v = (x1,y1,21) et V3 = (x2,¥2,22) sera donné par

— —
ViV =Xx1X2+y1y2 +2122

Si on regarde ’ensemble des vecteurs orthogonaux au vecteur (2,1, —1), on obtient maintenant
le plan o d’équation 2x+y —z = 0 qui passe par 1’origine du repere. Le vecteur (2,1,—1) est
orthogonal a ¢. De méme, 1’ensemble des vecteurs dont le produit scalaire avec (2,1, —1) vaut
1 est le plan a; d’équation 2x+y —z = 1. Ces deux plans sont paralleles. On peut transposer les
conclusions obtenues dans le plan a I’espace.

CONCLUSIONS :

» L’équation générale d’un plan o de R3 est ax + by + cz = d. C’est ’ensemble des vecteurs de
I’espace dont le produit scalaire avec (a,b,c) vaut d. Le vecteur (a,b,c) est normal a ce plan.

» Tout plan d’équation ax + by + cz = d’ est parallele a a.

On peut aussi s’intéresser aux droites de R3. Pour les décrire, il suffit, comme dans le plan, d’en
connaitre un point (xo,yo,20) et un vecteur directeur (xg,v4,24). Alors, une équation paramé-
trique d’une droite D est

(x,5,2) = (x0,Y0,20) + A (x4,¥a,2a), A €R

En éliminant A, on obtient un systéme d’équations cartésiennes

10.1 Exercices

%
= Calculez la norme des vecteurs @ = (—3,0), b = (—2,2v/3) et ¢ = (2,6,—1).
= Soient les vecteurs ¥ = (—2,5) et 3 = (4,—1). Calculez les coordonnées du vecteur 7 =

2% -3V et| X - .
» Calculez (4,—1)-(—3,-2),(0,4)-(9,0) et (8,—-3,2)-(5,—1,-2).
= Soient ¥{ = (4,1) et v3 = (—3,2). Calculez la longueur de la projection de v{ sur 3.
s Les vecteurs (1/\/§,—1/\/§, \/5/2) et (\/5,0,—\/5/2) sont-ils orthogonaux ?
» Pour quelle(s) valeur(s) de A les vecteurs (A, —2) et (A, —3A) sont-ils orthogonaux ?
= Quelle est la forme générale d’une équation cartésienne d’une droite du plan?

= Donnez une équation cartésienne de la droite D du plan orthogonale au vecteur (1 /2,/3/ 2)
et passant par le point (3/2,3v/3/2).

= Donnez une équation cartésienne du plan a comprenant le point (—11,4,2) et normal au
vecteur (6,5,—1).
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» Méme question qu’au point précédent mais o passe par le point (2,5, —6) et est parallele au
plan 3 d’équation 3x —y+2z—10=0.

= Méme question qu’au point précédent mais o passe par le point (6, —7,4) et parallele au plan
OXZ.

= Ecrivez un systéme d’équations cartésiennes de la droite D passant par le point de coordonnées
(—6,4,—3) et parallele a la droite D' d’équation paramétrique (x,y,z) = (5—34,—2+ A,
94 +1).

= Ecrivez un systeme d’équations cartésiennes de la droite D perpendiculaire au plan o = 2x —
3y+ 7z = 4 et coupant ce plan au point (6,5, 1).

= Déterminez la valeur du parametre réel k pour que le plan o = x+ ky — z+ 3 = 0 soit perpen-
diculaire au plan f§ = 2kx —y+2z =0.

7
= Déterminez la valeur du parametre réel k pour que la droite D; = x;— = 7)) =z+ 1 soit
1—
perpendiculaire a la droite D, = 5 *_ —y—3= i

11 Systémes linéaires

11.1 Calcul matriciel

Soit le systeme

x—2y+3z=4
2x+y—4z=73
—3x+5y—z=0

Ce systeme est caractérisé par les coefficients des inconnues x, y, z et par les termes indépendants,
c’est-a-dire par 12 nombres réels placés a des positions bien déterminées. On peut représenter ce
systeme par le tableau de nombres a 3 lignes et 4 colonnes suivant :

1 -2 3 4
M=|2 1 —-43
-3 5 —-10

On dit que le tableau M est une matrice de type 3 x 4.

Une matrice A de type m X n est un tableau rectangulaire dont les éléments sont rangés selon m
lignes et n colonnes.
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On note :

all alp ... Qain

ayy ayp ... djp
A=

Aml Am2 ... dmn

En abrégé, on écrira A = (a;j)1<i<m,1<j<n- Les éléments a;; sont appelés les termes ou les coef-
ficients de la matrice A.

Par exemple, I’élément a4, est situé a I’intersection de la 4¢ ligne et de la 2¢ colonne. Que valent
asy,ass, a4, a4y dans la matrice M ci-dessus ?

On notera K™*" ’ensemble des matrices de type m X n dont les éléments appartiennent a un
corps K. Par exemple, K peut étre R, C, ... Ici, nous travaillerons essentiellement dans R™*",

Voici quelques matrices particulieres :

= Matrices de type n X n ou matrices carrées :

ayly aip2 ... Aain

azy azy ... Ay
A=

Ayl ap2 ... Qup

= Matrices triangulaires supérieures et inférieures :

ayily a2 ... dip all 0 0
0 axy ... ay a1 ay ... 0
0O 0 ... au anl Q2 ... Qpn
= Matrices diagonales :
al 0 0o ... 0
0 ap 0 ... O

0 0 0 ... am

= Matrices de type 1 x n ou matrices lignes : (a1 az ... ay)

= Matrices de type n X 1 ou matrices colonnes :

ai
a

an
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Comme pour les réels, on peut définir des opérations sur les matrices.

OPERATIONS MATRICIELLES :

= Egalité matricielle : deux matrices A(a;;) et B = (b;;) sont égales si et seulement si elles sont
de méme type et si
ajj=b;j quels quesoient i et j.

» Transposition : la transposée d’une matrice A, notée A’, est la matrice obtenue en échangeant
les lignes et les colonnes de A. Si A € R™*", alors A" € R"*™,
1 4

b23 ,alors A" = | 2 5| Notons que (A")" = A.
4 5 6 36

» Addition : Soient A = (a;j),B = (b;;) deux matrices de type m x n. Alors, A+ B = C ou la
matrice C est définie par

Exemple : siA = (

cij = ajj+ bij.
Pour pouvoir additionner deux matrices, il faut donc qu’elles soient de méme type. Leur
somme s’effectue alors composante par composante et la matrice ainsi obtenue est aussi de
type m X n.
Exemple - 1 23 L[ b ¢\ (l+a 2+4b 3+c
Plel4 5 6 d e ) \4+d 5+e 6+f
» Produit par un réel : Soient A € R™*" et k € R. Alors, kA = B ou la matrice B est définie par
b,‘ j= ka,- e

12 3 3 6 -9
Exemple : =3 (4 5 6)_<—12 ~15 —18)

REMARQUE : R™*" est un espace vectoriel sur R. Cela signifie que + : R"™*" x R"™*" — R™*"
et - : R x R™" — R™*" gsatisfont les propriétés suivantes :

(1) associativité : VA,B,C € R™*", (A+B)+C=A+ (B+C)

(2) neutre : VA€ R™" A+0=A=0+A

(3) inverse : VA € R™" 4B € R™" A+ B=B+A =0 ou

0 ... 0
0= :

désigne la matrice nulle.

(4) commutativité : VA,B € R™" A+ B = B+A.
On dit alors que R™*" est un groupe commutatif.

(5) Vk € R,VA,B € R™" k(A+B) = kA +kB
(6) Vk,r € R,VA € R™" (k+r)A =kA+rA
(7) Vk,r € R,VA € R™" k(rA) = (kr)A
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(8) 1A =A ot

désigne la matrice identité.

» Produit matriciel : Pour multiplier deux matrices A et B, 1’idée est de multiplier les lignes de
A par les colonnes de B. Si A est de type m X n, il faut donc que B soit de type n X p pour
pouvoir envisager le produit AB. Soient les matrices

ail ... dip
: bi1 ... by bi,
A= a; aip et B= :
: bp bpj bpr
anl ... dpp

Alors AB = C € R™*P ou la matrice C est définie par

p
cij = anbij+apbyj+---+aiphpj =Y apby;
k=1

Notons que c;; est le produit scalaire de la i® ligne de A avec la j° colonne de B. Exemple :
1 0 -1
21 -1 0\[-1 =3 O
12 3 4)|-2 —4 -5

0o 1 2
(2—1+42  —3+4 —2-5 \ (3 1 -7
“\1-2-6 —6—12+44 —1+15+8)  \—7 —14 22

= Le produit matriciel n’est pas commutatif. En effet,

— AB peut exister sans que BA soit défini. Prenez, par exemple, A de type 3 x 4 et B de type
4 x2.

REMARQUES

— AB et BA peuvent exister sans étre de méme type. Prenez, par exemple, A de type 3 x 4 et
B de type 4 x 3.

— AB et BA peuvent exister, é&tre de méme type mais étre différentes. Prenez, par exemple,

1 2 56 .
A= (3 4) etB= (7 8) (Faites les calculs).

» Le produit matriciel n’est pas simplifiable, c’est-a-dire que AB = AC n’implique pas que B =
C.
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Exemple : Soient les matrices
11 2 2 11
A:(l 1) : 32(3 3) o C:(4 4)'

OnaAB=AC = (2 2) mais pourtant B #~ C.

11.2 Exercices

b2 -3 1 4
» Soient les matrices A= |3 4| etB=
5 6 -2 5 -1

Trouvez la matrice X telle que 2A — B = X.
= Trouvez la matrice C telle que A 4+ C = BA si

011 1 01
A=|2 0 1]Jet B=[2 1 0
1 30 1 01

= Calculez, si possible

—(
~ <23

o\ (75

— 205_104
—2242 5 3
1

-3 =5 -1 3 5
S l]eteB=|1 -3 -5

» Soient les matricess A = | —
—4 -1 3 5

— Quelle relation simple existe-t-il entre A et B ?

— Calculez A2

— Déduisez-en B et AB.
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11.3 Transformations élémentaires

Revenons au probleme de la résolution de systémes linéaires.
Un systeme de n équations linéaires a p inconnues est de la forme

ayxy+---+appxy = by
aypxy+ -+ +axxp = by

Ce systeme s’écrit matriciellement comme

ang ... Qdip
azr ... azp

anl ... dpp

De maniére condensée, on notera AX = b ol A € R™" x5 € RP*! et b € R™ !, L’ensemble des
solutions du systeme sera noté S. On dit que A est la matrice des coefficients du systeme. A partir
de cette matrice, on construit la matrice augmentée du systeme

aig ... dip bl
[Alb] =
apl ... Gup | by
C’est la matrice du systeme complétée par la colonne des termes indépendants, d’ou la sépa-
ration symbolisée par |. A chaque fois que la barre | apparait dans une matrice, celle-ci sera

traitée comme une matrice augmentée. Sinon, la matrice sera considérée comme la matrice des
coefficients du systeme.

A partir d’une matrice augmentée donnée, il est tres facile de reconstituer le systeéme qui lui est
associé.

Par exemple, soit la matrice

Cette matrice correspond au systeme

x+2y+3z=-1
y—2z=-3
z=2
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La troisieme équation nous dit que z = 2. Puis, en remontant dans le systéme, on obtient successi-
vement y = 1 puis x = —9.Donc, S = {(—9,1,2)} (Vérifiez en remplagant dans chaque équation
xpar —9, y par 1 et z par 2.)

Ce systeme est particulierement simple a résoudre car sa matrice augmentée a une forme parti-
culiere. On dit que c’est une matrice échelonnée ou en escalier.

Une matrice est échelonnée si :

= Dans chaque ligne, le premier élément non nul est 1.

= Dans chaque ligne, le premier élément non nul est strictement plus a droite que dans la ligne
précédente.

5
Exemple : A = 8 i’
0

S o O
—_ s~ O B~

Théoreme 2. Toute matrice peut étre transformée en une matrice échelonnée.

Pour échelonner n’importe quelle matrice, on va lui appliquer des transformations élémentaires
sur les lignes. De quoi s’agit-il ?
Les transformations élémentaires sur les lignes consistent a
= permuter les deux lignes i et j, ce qu’on notera L; <+ L;,
= multiplier tous les éléments de la ligne i par un réel & non-nul, ce qu’on notera L; <— aL;,
= ajouter a la ligne i un multiple o de la ligne j, ce qu’on notera L; < L; + a.L;.
Voici le procédé a utiliser pour échelonner une matrice :

(1) Ignorer les éventuelles premieres colonnes de z€ros.

0 0 2 42
0 3 6 93
0 2 1 01
0 -1 01 4

(2) Faire apparaitre un élément non nul sur la 1™ ligne de la 1™ colonne non nulle en permu-
tant les lignes.

0 3 6 93 L1+ Ly
0 0 2 42
0 2 1 01
0 -1 01 4
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(3) Diviser la 1™ ligne par son premier élément non nul.

2 3 L1<—L1/3

SO OO
N O =

1
4 2
01
1 4

S =N

—1

(4) Ajouter aux autres lignes un multiple convenable de la 1™ ligne pour amener des z€ros
dans la premiere colonne non nulle.

01 2 3 1
00 2 4 2
00 -3 -6 -1 Ly L3—2L,
00 2 4 5 Ly+—Ls+ 1L,

(5) Répéter les opérations 1, 2, 3 et 4 sur les lignes suivantes.

01 2 3 1
00 1 2 1 L+ Ly)2
00 -3 -6 —1
00 2 4 5
01231
001 21
00 00 2 Ly <+ L3430,
0 00O03 Ly Ly—2L
012 31
00121
0000 1| Ly«Ls)2
0000 1) Li«Ly3
012 31
001 21
00 O0O01

00 0O0O Ly Lys—1Ls

Considérons la matrice que 1’on vient d’échelonner précédemment et voyons-la comme la ma-
trice augmentée [A|b] du systeme

2%y +4x3 =2

3x1 +6x2+9x3 =3
2x1+x3 =1
—x1+x3=4

“4)

61



Nous avons transformé cette matrice en la matrice échelonnée

012 3|1
v | 001 2]1
ATET=1"0 00 01
00000

Cette matrice correspond au systeme

X1 +2x4+3x3=1
X2+2x3=1 (5
Ox; +0x, +0x3 =1

Ici, la derniere ligne de la matrice augmentée ne nous apporte aucune information et la troisieme
ligne implique que le systeme ne possede aucune solution. En effet, I’équation Ox +0y+ 0z = 1
est impossible. On dit que le systeme est impossible et on a S = 0.

La question qui se pose est de savoir si les systemes (1) et (2) possédent les mémes solutions.
La réponse est positive et est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 3. Si on transforme la matrice augmentée [A|b] d’un systéme en une matrice éche-
lonnée [A*|b*], on obtient alors les équations d’un nouveau systeme qui posséde exactement les
mémes solutions que le systeme initial.

Résumons :
Ax=b — [A|b] — [A*|D'] — A"x = D"

et X, est solution de Ax = b ssi x; est solution de A*x = b*.

Exemples :
2x1 —x2+2x3+3x4 =5
X|+x0+x3—x4=1
(1)

X1+2xp—x4=3
—x1 —Xx24+3x3+2x = —6

L’idée est d’échelonner la matrice augmentée du systeme.On a :

2 -1 2 315
1 1 1 —1] 1
[Alb] = 1 2 0 —1] 3
-1 -1 3 2 |-6
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1 I 1 —-1]1 Ly~ Ly

2 -1 2 3|5

1 2 0 —-1] 3

-1 -1 3 2 |—-6

I 1 I —1] 1

0 -3 0 5 3 L2<—L2—2L1
0 1 1 0 2 Ly <+ L3—L;
0 O 4 1 |-5 Ly Ls+ L
I 1 I -1 1

0 1 -1 0 2 L) < L3

0O -3 0 5|3

0O 0 4 1 |-5

I 11 —1]1

01 -1 0] 2

00 -3 5109 L3 < L3+ 3L,
00 4 1|5

I 1 1 —1 1

01 —1 0 2

00 1 -5/3|-3 Ly L3/ =3
00 4 1 -5

I 1 -1 1

01 -1 0

00 1 -5/3|-3

00 O 23/3 7 L4HL4—4L1
I 1 1 -1 1

01 -1 0 2

00 1 -5/3| -3

00 0 1 |21/23 Ly > 3/23L4

Pour écrire la solution, il suffit de partir de la derniere ligne de la matrice échelonnée
pour trouver la valeur de x4 et de remonter dans chaque ligne afin de trouver la valeur de
x3, X3 puis enfin x;. Aprés calculs, on trouve S = {(66/23,12/23,—-34/23,21/23)}. Le
systeme possede donc une unique solution.

x+2y—3z4+w=0
(2) $x—3y+z—2w=0
2x+y—3z+5w=0

Remarquons que les termes indépendants de chaque équation valent 0. On dit que c’est
un systeme homogeéne. La solution triviale est toujours solution d’un tel systeme. Donc,
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ici, (0,0,0,0) est solution. Est-ce la seule solution ?

1 2 -3 110

[A|b] = 1 -3 1 =210
2 1 -3 510
1 2 -3 0
0 -5 4 -310 Ly <~ 1, — 1,4
0 -3 3 3 0 L3 < L3 — 2L1
1 2 -3 110
0 -3 3 0 Ly, < L3
0 -5 4 -3|0
1 2 -3 110
0O 1 -1 —-110 L+ L/ —3
0 -5 4 -3|0
12 -3 110
01 -1 —-11]0
00 —1 =810 Ly 15+ 5L2
1 2 -3 110
01 -1 —-11]0
0 0 1 8 |0 L3+ —1L;

De la derniere ligne, nous déduisons, z = —8w, y = —7w puis x = —11w. Nous avons

donc exprimé x,y et z en fonction de w. On écrit S = {(—11w, —7w, —8w,w) : w € R}. On
dit que le systeme est simplement indéterminé.
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2x+5y—8z+6t=5
(3) ¢ x+2y—3z+2t=2
3x+4y—5z4+2w=4

[Alb] =

L L

OO = WN = OO = WN = W= N
AU AN W
[—
|
| )
[\]
N AN NN
oh‘l\)-lkUlN_LNN-PUll\)-lkl\)Ul

|
(O8]
O NN

2
1 Lr <+ L, —2L,
-2 Lz <+ Lz —3L,4

L+ Ly

Ly 13+4+21,

Comme la derniere ligne n’est constituée que de zéros, elle ne nous apporte aucune in-
formation. De la deuxieme ligne, nous déduisons y = 1 + 2z — 2¢ et en remplacant dans
la premiere équation, on obtient x = —z+ 2¢. Nous avons donc exprimé x et y en fonction
des deux variables z et . On a S = {(—z+2t,1 +2z—2¢,z,t) : z,t € R}. On dit que le
systeme est doublement indéterminé.

11.4 Exercices
Résolvez les systemes suivants

(x1+2x0+2x3 =2
3x] —2xp—x3 =15
2x1 —S5x2+3x3=—4

(X1 +4x2+6x3 =0

(1

.
mx—y=>2

(2) Sx+(m+2)y=m—1

(x+y=1

ou m est un parametre réel.
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(xl —3xp —2x3+4x4 =5
(3) ¢ 8x4—3x3—8x2+3x1—18=0
\SX3 +2x1 —3xp —4x4 =19

3x+y+az=2
—3x+2y+a*z=1

4) Ftiytatz oll a est un paramétre réel.
3y=a+6

(6x —y+2az=a—2

11.5 Inverse d’'une matrice

Pour rappel, considérons dans R 1’équation ax = b. Une solution x de cette équation existe si et
seulement si soit a # 0 soit (a = 0 et b = 0). Si on est dans le cas a # 0, alors a est inversible et
on peut écrire /

lax=a'p

g
c’est-a-dire
l-x=a'p

ou encore x = b/a.

Dans ce qui vient d’étre fait, on peut considérer x comme une matrice de type 1 x 1 et se demander
si on peut généraliser ce procédé a une matrice de type n X n. Autrement dit, soit le systeme
AX = b ou A € R™", peut-on trouver une matrice A telle que X = Ab, ¢’est-a-dire une matrice
pour laquelle on a la relation AA = AA = 1 ? On dit que la matrice A est la matrice inverse de A.
Quand elle existe, cette matrice inverse est unique et on la note A~!. Nous verrons au paragraphe
suivant ce qui garantit I’existence de la matrice inverse.

Pour le moment, nous sommes intéressés par trouver un procédé qui permet d’inverser une ma-
trice. Les transformations élémentaires vont nous aider.

Examinons : soient les matrices

21 -1
A= 2
1

—_ o O

10
3 5 et la matrice identit¢ 1= [0 1
4 2 0 0
Appliquons a chaque matrice la transformation élémentaire L, <— Ly — L3.

-1 0 O
I -1
0 1

etl* =

S O =

1
On obtient les matrices A*= | —1 1 3
1 2

7. On utilise ici la commutativité de « - » dans R.

66



Nous constatons que I*A = A* (Faites les calculs).

De maniere générale, appliquer une transformation élémentaire de lignes a une matrice A revient
a multiplier a gauche cette matrice par la matrice identité 1 dans laquelle on a effectué la méme
transformation.

Méthode de la matrice compagnon :

Nous allons appliquer simultanément les mémes transformations a la matrice A et a la matrice
identité. Lorsque nous aurons transformé A en la matrice identité dans la colonne de gauche,
nous aurons obtenu la matrice inverse dans la colonne de droite. En effet, considérons les n
transformations élémentaires nécessaires pour transformer A en I’identité. Nous avons :

= A et 1 au départ.

= Apres la premiere transformation, nous avons : A| = T1A et I} = T11 ou 77 est I’identité dans
laquelle on a appliqué la transformation 1,

= Apres la deuxieme transformation, nous avons : A, = T1A; et I, = T1 ou T, est I’identité
dans laquelle on a appliqué la transformation 2,

= ctC.

= Apres la n® transformation, nous avons : 1 = T,A,,_ et I, = T,1,,_1 ou T, est I'identité dans
laquelle on a appliqué la transformation n.

On sait que 1 = 7,7, - - - T1A. D’ autre part, la matrice inverse vérifie A1 =141, c’est-a-dire
A ' =TT, TIAA ' =T,---T11 =1,.

Exemple :
1 2 —1 1 00
3 4 2 010
1 0 5 0 01
1 2 -1 1 00
0O -2 5 Ly« L, —3L; -3 10
0 -2 6 [y 13—1; -1 0 1
1 0 4 -2 10
0 25 LieLitls 310
0 -2 6 -1 0 1
1 0 4 -2 1 0
0 -2 5 -3 1 0
0 0 1 L3+ 13—1, 2 -1 1
1 0 O Ly« L —4Ls —-10 5 -4
0 -2 0 I [ —5L —-13 6 -5
0 0 2T 2 -1 1
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1 00 -10 5 —4
010 13/2 -3 5/2| =A"!
00 1 Lo = La/(=2) 2 -1 1
Application : résolvez le systeme
X+2y—z=2
3x+4y+2z=1
xX+5z2=-4
Ce systeme s’écrit matriciellement
1 2 —1 X
34 2 yl=11
1 0 5 Z —4

11 suffit de multiplier les deux membres de I’égalité par la matrice inverse :

—-10 5 -4 1 2 —1 X —-10 5 -4 2
13/2 -3 5/2 3 4 2 y|=113/2 -3 5)2 1
2 -1 1 1 0 5 z 2 -1 1 —4
c’est-a-dire
X 1
yl=1|( 0
Z —1

Pour terminer ce paragraphe, nous allons établir par calcul la forme générale de I’inverse d’une
matrice 2 X 2.

Soit A = (Z b) , on cherche une matrice (2 );) telle que

-6

Autrement dit, nous cherchons a résoudre les deux systemes linéaires de deux équations a deux
inconnues

ax+bz=1
(6)
cx+dz=0
et
ay+bt =0
> (7)
cy+dt =1
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Apres calculs (faites les détails !), on touve comme solutions des systemes (6) et (7) :

B d B —b . . a
YTawd—be Y T ad—be T ad—b T ad—be

Des lors, pour pouvoir inverser la matrice A, il apparait la condition d’existence ad — bc # 0.
Alors, nous pouvons écrire :

~1_ ( d/(ad—bc) —b/(ad—bc)
A _<—c/(ad—bc) a/(ad—bc))

Le nombre ad — bc est appelé déterminant du systeme, noté détA, puisqu’il détermine, en quelque
sorte, le nombre de solutions du systeme. En effet, considérons un systeme linéaire de deux équa-
tions a deux inconnues, c’est-a-dire un systeme de la forme

ax+by=t
cx+dy=s

Soit A = (CCI 2) la matrice des coefficients du systeme. On a détA = ad — bc.

Géométriquement, résoudre ce systeme revient a étudier les positions des droites Dy et D,
d’équations respectives ax+by =t et cx +dy = s.

= Si détA # 0, alors le systeme possede une unique solution donnée par

(-6

Géométriquement, cela signifie que les droites D et D, sont sécantes en un point.

= Si détA = 0, c’est-a-dire si a/c = b/d alors la matrice A du systéme n’est pas inversible.
Géométriquement les droites D et D, sont soit confondues soit paralleles distinctes. Cela
dépend du rapport e/ f.
— Sia/c=b/d = e/f, alors les deux droites sont confondues. La solution du systeme est
une droite et le systeme est indéterminé.

— Sia/c=b/d # e/f, alors les deux droites sont paralleles distinctes et il n’y a donc pas de
solution. Le systeme est impossible.

11.6 Exercices

(1) Inversez, si possible, les matrices suivantes :
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2 -5 3
|1 O 1
1 -1 1
2 1 -1
. 3 -1 0
-1 1 2
(2) Résolvez le systeme
—x+3y+z=1
2x+5y=3
3Ax+y—2z=-2
11.7 Déterminants
Déterminants d’ordre 2
Soit A € R?*2, on définit
. aip ap
détA = =ajiax» —apa
ay 11422 12421
3 5
Par exemple, 4 9 =6+20=26

Déterminants d’ordre 3
Soit A € R3*3, on définit

ajl apx a3
détA = |ap1 ax ax3| = ajiaxnazz +ajxaxsas; +asjaziaz
a1 az ass —a13a22031 — A11023a032 — 412021033

En regroupant les termes, on obtient

| a2 asg
azy axs

| a2 a3
asy dass

az dazs
asy dass

= (—1)1+1a11 détA + (—1)2+1021 détAr + (—1)3+1A31 détAs

détA = ay

ou A;; est la matrice obtenue en supprimant la ¢ ligne et la j¢ colonne de A.

On aurait tres bien pu regrouper les termes différemment, ce qui revient a développer le déter-
minant suivant une autre ligne ou une autre colonne. Par exemple, suivant la 2¢ ligne, on obtient
détA = —ap; détAr| +axp détAyy —arz détArs.
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En général, on préférera développer un déterminant suivant la ligne ou la colonne qui contient le
plus de zéros.

-2 0 1
Par exemple, |3 0 —1|=(-1)*22 ’_32 _11‘ = 2. Ici, on a développé par rapport a la
1 2 5

deuxieme colonne car elle contient deux zéros.

Déterminants d’ordre n

ayilp aip ... dip
Soit A =

anl Aap2 ... Qupn

En généralisant ce qui a été fait précédemment, on peut par exemple développer détA suivant la
premiere colonne pour obtenir

détA = (=) lay détAy + (1) ay détAy + -+ (—1)" g, détA,,

n
= Z (—1)k+1ak1 détAy
k=1

Conclusion :
n
= Suivant la j¢ colonne : détA = Z (—1)*ay; détAy;
k=1
n .
= Suivant la i€ ligne : détA = Y (—1)"ay détAy
k=1

EXEMPLE : Remarquons par exemple que le déterminant d’une matrice 5 x 5 nécessite le calcul
de 5 déterminants 4 x 4, donc de 20 déterminants 3 x 3, ou encore de 60 déterminants 2 x 2. Plus
généralement, le calcul d’un déterminant d’ordre n demandera le calcul de n!/2 déterminants
2 x 2, ce qui peut s’avérer tres long, sans compter les éventuelles erreurs de calculs.

Nous allons établir des propriétés qui faciliteront le calcul des déterminants.

PROPRIETES :

» La valeur d’un déterminant change de signe si on permute deux lignes ou deux colonnes entre
elles.

Conséquence : Un déterminant qui possede deux lignes ou deux colonnes identiques est nul.
(Voyez-vous pourquoi ?)

= Dans un déterminant, on peut mettre en évidence un facteur commun a tous les éléments d’une
ligne ou d’une colonne.

14 21

5 6

2
56

ra rb

. a
ou bien r
d

Par exemple,

2

b_
=

. . a
’. Faites attention, r ‘ =
c d
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r rb
rd rd
Conséquence : si deux colonnes ou deux lignes d’un déterminant sont proportionnelles, alors
il vaut 0. (Voyez-vous pourquoi ?)

5

2
Par exemple : 4 10|= 0

= La valeur d’un déterminant ne change pas si on lui applique la transformation élémentaire
Li—alli+al,+---+Li+---+a,l,.

2

. ra
ou bien... Que vaut e

Exemples :
a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—>b
a+b+c a+b+c a+b+c
_ b b c—a b Li+—Li+1Ly+Lj
2c 2c c—a—>b
1 1 1
=(a+b+c)|2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—>b
1 0 0
—(a+b+c)2b —b—c—a 0 Céi_czc__cgl
2c 0 —c—a—>b 3 3 !
=(a+b+c)a+b+c)?=(a+b+c)
1 a a* 1 a a®
1 b V*=|0 b—a b*—d® L+ L,—L,
1 ¢ ¢? 0 c—a *—d* Ly <+ L3 — Ly
1 a a*
=((b—a)(c—a)|0 1 b+a
01 c+a
1l a da*
=((b—a)(c—a)|0 1 b+a
0 0 c—b Ly L3—1L,
=(b—-a)(c—a)(c—D)
I a a% coal
_ 1 ap a% o ay
Généralisons : Posons V,, = . .
1 a, an

Ce déterminant est appelé déterminant de Vandermonde.
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OnaV, = H(a j — a;). Pour prouver cette formule, on montre par récurrence sur n que V,, =

i<j

(an—al)(an_l —a1)...(a2—a1)Vn_1.

11.8 Exercices

(1) Soit A une matrice 3 x 3. Posons détA = 6. Que vaut le déterminant de la matrice

n B=kAoukeR?

= C obtenue en multipliant les termes de la 1™ colonne de A par 3k, ceux de la 2¢ colonne

par —5k? et en divisant ceux de la 3¢ colonne par 4 ?

(2) Montrez, sans les développer, que les déterminants suivants sont nuls.

1 sin’x cos?x
1 sin’y cos?y
1 sin?z cos?z
1 3 =2
9 1 —4
-3 4 -1
a*> bc ab
ba c* b?
ac ab cb

(3) Calculez les déterminants suivants. Enoncez les propriétés que vous utilisez.

1 n+l1 n(n+1)

Il n+2 (n+1)(n+2)

1 n+3 (n+2)(n+3)

b*+c? ab ac
ab 2 +a? bc
ac bc a? + b>

2a a+b 2

b b 1

4b 3b 2

(4) Utilisez le déterminant de Vandermonde pour calculer les déterminants suivants :

39 27
—2 4 -3
4 16 64
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l/a 1/b 1/c

n | a b c
1 1 1
(5) Calculez
1 1 1 1
1 1-|—a1 1 1
1 1 14+a ... 1
1 1 1 1+a,

11.9 Systémes de Cramer

Nous avons vu au paragraphe précédent une méthode permettant de trouver I’inverse d’'une ma-
trice, si elle existe. Nous aimerions savoir sous quelle(s) conditions(s) cet inverse existe et s’il
existe une « formule » qui fournit la forme générale de la matrice inverse.

ayl ... QdAip
Soit la matrice
ayl ... App
Nous avons
détAq —détAy; (—1)”+1dé’[An1 a] app ... Qaip
1 —détA;, détAry (—1)"+2détAn2 azy az ... ay
détA : I
(1) détAy, (—1)"T2détAy, ... (=1)*"détA,, | \am an ... am
détA 0 ... 0
1 0 détA... O L
S odétA | B
0 0 ... détA

En effet, calculons, par exemple 1’élément situé en 1™ ligne et 2¢ colonne(le calcul est identique
pour les autres éléments. Faites-le). On a :

aypp aijp ...
apdétA —ax détAr —|—~'~—|—(—1)n+1an2détAn1 =lay ay ...|=0
ap2 dp2

Nous en déduisons le théoréme suivant :

Théoreme 4. Une matrice A de type n x n est inversible si et seulement si détA = 0.
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De plus, si A est inversible, alors on a

détAqq —détAy e (—l)”+1 détA,

. 1 —détA détAy o (=1D)"2détA,,
~ détA :

(=) détA,, (—1)"T2détA,y, ... (—1)*"détA,,

On appelle systeme de Cramer tout systeme linéaire de n équations a n inconnues Ax = b tel que
détA # 0.

Considérons un systeme de Cramer. Alors, on a X = A~ 1b, c’est-a-dire

x| détA1 —détAy; oo (=D)"détA\ (b
X2 1 —détA» détAr» ... (— 1)n+2 détA,p b,
c | détA : :
Xn (—1)"1détAy, (—1)"F2détA,, ... (—1)>"détA,, | \b,
Théoreme 5. Tout systéme de Cramer a une unique solution (xy,...,x,) donnée par
détA;
Xi=
fdétA

ou A; est la matrice obtenue en remplagant la i¢ colonne de la matrice A par celle des termes
indépendants.

x+y—z=10
Exemple : soit le systeme ¢ x+ 10z = 10
x+y+9z=20
1 1 —1
La matrice du systtmeest A= |1 O 10 | et détA = —10.
11 9
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C’est donc un systeme de Cramer et sa solution est donnée par

10 10 20
1 0 1
-1 10 9
x= 10 =0
1 1 1
10 10 20
-1 10 9
y_——lO =11
1 1 1
1 0 1
10 10 20
e T

Donc, S = {(0,11,1)}.

Nous pouvons interpréter géométriquement cette solution. En effet, résoudre un systeme linéaire
de 3 équations a 3 inconnues revient a étudier les positions relatives de 3 plans de I’espace.
Examinons les différentes possibilités.

Considérons le systeme
apx+apy+apz=b
ax+axny—+asz=by
az1x+azy+azzz = b3

Aux trois équations de ce systeme correspondent les équations de trois plans, notés respective-
ment 1, 0 et az. Nous allons discuter les positions de ces trois plans en termes de leurs vecteurs
gradients v = (aj1,ap,a;3) pour i = 1,2,3.

Plusieurs situations peuvent se présenter.

= ) et o sont confondus. Cela signifie que leurs gradients respectifs V{ et V3 sont proportion-
nels et que cette proportion est également respectée par les termes indépendants. Autrement
dit, v_1> = kv_z> et by = kb, pour un certain k dans R. On dit que v_f et v_z> sont des vecteurs
colinéaires.
La solution dépend alors de la position du troisieme plan.
— Soit oz = 1. Alors, alors les trois plans sont confondus. Cela signifie que les trois vecteurs
gradients sont colinéaires.
La solution est un plan et le systeéme est donc doublement indéterminé.

— Soit a3z et o sont paralleles distincts. Cela signifie que les gradients sont proportionnels
mais que cette proportion n’est pas respectée par les termes indépendants.
Le systeme est donc impossible.
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— Soit a3 coupe  selon une droite notée D;3. Cela signifie que les gradients ne sont pas
colinéaires.
La solution est une droite et le systeéme est donc simplement indéterminé.

o 7
e

FIGURE 18 — Les 3 situations

= O et o sont paralleles distincts. Dans ce cas, on a encore une relation de la forme v_f = kv_2>
mais cette fois by # kb;.
Dans ce cas, quelle que soit la position du troisieme plan, le systeme est impossible.

= O et op sont sécants. Alors v_1> et v_2> ne sont pas colinéaires et les deux plans se coupent selon
une droite notée D1,. De nouveau, la solution dépend de la position du troisieme plan.

— Soit a3 et Dy, sont paralleles et az N Dy = 0. Cela signifie que les vecteurs gradients
v_f, v_2> et v_3> sont situés dans un méme plan. Autrement dit, ils vérifient une relation de la
forme v§ = kv{ +rv3 pour certains k,7 € R mais cette relation n’est pas respectée par les
termes indépendants. Des vecteurs qui vérifient ce type de relations sont dits linéairement
dépendants. Dans ce cas, le systetme est impossible.

— Soit a3 contient Diy. Cela signifie que les gradients sont linéairement dépendants et que
les termes indépendants vérifient la méme relation de dépendance que les gradients. La
solution est la droite Dy, et le systeme est simplement indéterminé. La figure ci-dessous
illustre les deux dernieres situations ou, par facilité, on a projeté les différents objets dans
le plan de la feuille.

— Soit az coupe Dj;. Cela signifie que les gradients sont linéairement indépendants, c’est-
a-dire qu’ils ne vérifient aucune relation de la forme ci-dessus. La solution est le point
d’intersection des trois plans et le systtme posséde donc une unique solution. C’est un
systeme de Cramer.

Exemple : résolvez et discutez, en fonction du parametre réel m, le systeme

x+(m—1)y+(2m—-3)z=1
mx+2m—1)4+2z=2
(m+Dx+3(m—1)y+(m>—1)z=3

Interprétez géométriquement les résultats.

Soit A la matrice du systéme. On a détA = —m(m — 1)(m — 2)? (Faites les calculs en utilisant les
propriétés des déterminants).
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m e cas: détA #0, c’est-a-direm £ Qetm # 1 et m # 2.

On est alors dans le cas d’un systeme de Cramer. Apres calculs, I’unique solution du systeme

est (0,1/m—1,0).

Géométriquement, les trois équations du systeme sont celles de trois plans sécants au point

(07 1/(1’)’1— 1)70)
m 2¢cas : détA =0, c’est-a-direm =0oum=1oum=2.

— m=0

Le systeme s’écrit

x—y—3z=1
—2y+2z=2
x—3y—z=3

Les gradients sont linéairement dépendants. En effet, v = v{ + v3. De plus, cette relation
est respectée par les termes indépendants puisque b3 = by + b,. On est dans la situation ou
les plans o et a; se coupent selon une droite D1, contenue dans le plan 03.

Apres calculs (faites les en utilisant la méthode de votre choix), on trouve comme solution
du systeme I’ensemble S = {(4z,z—1,z) : z € R}. C’est la droite dont un vecteur directeur
est(4,1,1) et passant par le point (0, —1,0) . Le systéme est donc simplement indéterminé.

— m=1
Le systeme s’écrit
x—z=1
x+2z=2
2x=3

De la troisieme équation, on déduit x = 3/2. En remplagant dans la deuxiéme équation, on
trouve z = 1/2 mais alors la premiere équation n’est pas satisfaite. Géométriquement, cela
signifie que les trois plans n’ont pas d’intersection commune. Le systéme est impossible.

— m=2
x+y+z=1
Le systeme s’écrit { 2x+2y+2z =2
3x+3y+3z=3

Les trois plans sont confondus. La solution du systéme est I’ensemble S = {(1 —y—2z,y,2) :
¥,z € R}. C’est un plan. Le systeme est donc doublement indéterminé.

11.10 Exercices

(1) Résolvez les systemes suivants par la méthode de Cramer
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x+y—z=17 6x+5Sy+4z=1
m (2x—y+z=35 m § 4x—2y—3z=5
—x+2y+2z=1 8x—3y—z=28

(2) Discutez I’existence de solutions (et calculez-les quand elles existent) pour les systemes
suivants en fonction des parametres réels a, b, c,d,m. Interprétez géométriquement vos

résultats.
(x+y+mz:O (ax—|—2by+ZZ:1

m S x+my+z=2m s { 2x+aby+2z="0>b
| (m+1)x+my+z=m (2x+2by+az=1
mx+y+z=1 (x+y+z=1

m S X+my+z=m s Sax+by+cz=d
\x+y+mz=m2 \a2x+b2y—|—c2z:d2
(mx+y—z:1

n Sx+my—z=1
([ —x+y+mz=1
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Index

addition
matricielle, 56
antisymétrie, 33

borné
intervalle, 33

coefficient angulaire, 35
coefficients d’une matrice, 55
colinéaires (vecteurs), 76
croissant, 34

decroissant, 34
déterminant, 69
directeur (vecteur), 52
disjoint
intervalles, 37
doublement indéterminé (systeme), 65
dérivée
d’une fonction affine, 35

échelonnée (matrice), 60
égalité

matricielle, 56

relation avec 1’ordre, 33
en escalier (matrice), 60
ensemble

des solutions, 37
équation

cartésienne, 52

paramétrique, 52, 53

fonction
affine, 35
croissante, 34
décroissante, 34
strictement croissante, 34
strictement décroissante, 34

gradient, 46
graphe d’une fonction, 35

homogene (systeme), 63

identité
fonction, 35
matrice, 57
impossible (systeme), 62
inconnue, 37
intervalle, 33
borné, 33
non borné, 33

linéairement
dépendants, 77
indépendants, 77

méthode de la matrice compagnon, 67
matrice
échelonnée, 60
augmentée du systeme, 59
compagnon, 67
définition, 54
déterminant, 69
des coefficients du systeme, 59
égalité, 56
identité, 57
nulle, 56
produit, 57
produit par un scalaire, 56
transposée, 56
monotone, 34

non-orienté
intervalle, 33

normal, 46, 52

norme, 45

ordre, 33

pente, 35

polygone des contraintes, 47
polyndme du second degré, 36
produit
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matriciel, 57
par un scalaire, 56
scalaire, 45

réflexivité, 33
résoudre
inéquation, 37

simplement indéterminé (systeme), 64
solution
ensemble, 37
strictement croissant, 34
strictement décroissant, 34
systeme
de Cramer, 75
doublement indéterminé, 65
homogene, 63
impossible, 62
matrice augmentée, 59
matrice des coefficients, 59
simplement indéterminé, 64
systeme d’équations cartésiennes, 53

termes d’une matrice, 55

transformations élémentaires
sur les lignes, 60

transitivité, 33

transposée, 56

transposition, 56

valeur absolue, 35
vecteur
colinéaires, 76
directeur, 52
gradient, 46
linéairement dépendants, 77
linéairement indépendants, 77
normal, 46, 52
norme, 45
produit scalaire, 45
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